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An unsere Mitarbeiter! e 
Um ein schnelles Erscheinen der einzelnen Hefte des Journals zu er- 
möglichen, können wir den Herren Autoren grundsätzlich nur eine Korrektur 
ihrer Beiträge zustellen. Da die Korrekturen seitens der Redaktion, auch hin- | ( 
sichtlich ihres Inhalts, mit größter Genauigkeit gelesen werden, hoffen wir auch . 
so, allen Wünschen gerecht zu werden. 
Die Herren Verfasser erhalten von Abhandlungen bis zu 24 Seiten 
Umfang 100 Sonderabdrucke, von größeren Arbeiten 50 Sonderabdrucke 
kostenfrei, weitere gegen Berechnung. 


Sendungen für das Journal erbittet die Redaktion ausschließlich unter der Adresse 
An die Redaktion des Journals für die reine und angewandte Mathematik 
Professor Dr. Kurt Hensel, Marburg (Bez. Cassel), Breiter Weg 7. 





Über Differentialinvarianten von Raumkurven. 


Von Gerhard Kowalewski in Dresden. 


Nach einem Satze von mir (vgl. z. B. Leipziger Berichte 1923, S. 86 f.) kann 
die niedrigste Differentialinvariante einer Kurve gegenüber einer r-gliedrigen 
ebenen Transformationsgruppe in folgender Form geschrieben werden !): 


(1) J=y.,ya”+B. 


Dabei sind ß, yund ® Funktionen von &, %, %Yı, -- -‚Yr—, und es läßt sich über 
y und w die weitere Aussage machen, daß wdx das invariante Bogenelement und 
y(dy — y.dx) die Pfaffsche Grundinvariante ist. Der letztere Begriff wurde von 
mir eingeführt und hat sich schon in verschiedener Hinsicht als nützlich erwiesen. 
Während das Bogenelement w»dx als Invariante eines Kurvenelements e,_, von 
(r — 2)-ter Ordnung und einer tangentialen Infinitesimalstrecke dx, dy zu be- 
trachten ist, stellt die Pfafsche Grundinvariante eine Invariante des Elements 
e,_s3 und einer von ihm sich abzweigenden Infinitesimalstrecke dx, dy dar. 

Vorausgesetzt wird bei der Formel (1), daß r > 2 ist und die niedrigste 
Differentialinvariante keine Ordnungserniedrigung erleidet. Ich habe nachgewiesen, 
daß das durch Formel (1) ausgedrückte Bildungsgesetz der niedrigsten Differential- 
invariante auch für Gruppen ebener Berührungstransformationen gilt, und will 
in vorliegender Arbeit prüfen, ob ein analoger Satz bei Transformationsgruppen 
in n Veränderlichen sich aufstellen läßt. Dies gelingt tatsächlich, sobald die Para- 
meterzahl der Gruppe die Form k(n —1) +1 hat ud > 0) und eine gewisse 
Transitivitätsbedingung erfüllt ist. 

Ich beschränke mich bei der Darlegung auf den Falln=3. Es ist aber ohne 
weiteres zu erkennen, wie sich die Betrachtungen für beliebiges n gestalten würden. 


$ 1. Die Pfaffschen Grundinvarianten 
bei einer räumlichen Transformationsgruppe @, mit ungerader Parameterzahl. 


Unter G, denken wir uns eine räumliche Transformationsgruppe mit ungerader . 
Parameterzahl und setzen r > 3 voraus. Außerdem nehmen wir an, daß G, auf 
’ r—3 0 7 
die Kurvenelemente r-ter Ordnung (x = 57) transitiv einwirkt. Dann lassen 
sich die Transformationen der Gruppe durch ihre Einwirkung auf ein solches 
Element charakterisieren. Wenn das Element 
u (er) T, Y, 2, Yı Zr Y Zr 


!) Die Ableitungen von y nach x werden durch untere Indizes gekennzeichnet. 
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durch die zu G, gehörige Transformation 7, (mit den Parametern a,,...,a,) in 
(E.) Ä, Y, Z, Y,, Zı a Y. Z, 
übergeführt wird, so können wir a,,...,a, als Funktionen der Koordinaten von 
e, und E, ausdrücken: 
(2) 4, = Os (eu, Er), @= 1, uf) 
Nun bleibt bei 7. das Pfaffsche System 
dy - yıde =0, dz— 2,dı =0 
invariant. Es werden also Beziehungen von folgender Art gelten: 
dia | daY — YıdX = 1, (dy — yı dx) + m, (dz — 2,dx), 
) \ dz2—Z,dX =1,(dy—y,dx) + m, (dz — 2,de), 
wo die /, m von 2%, Y,2,Y1, 2, und a,,...,a, abhängen. Setzt man für a,,....a, 
die Ausdrücke (2) ein, so erscheinen die /, m als Funktionen von e: und &.. Die 
Gleichungen (3) gelten dann, sobald nur das groß Geschriebene mit dem klein 
Geschriebenen durch eine Transformation der Gruppe zusammenhängt. Dieser 
Zusammenhang bleibt aber erhalten, wenn man unter Festhaltung des Großen 
das Kleine einer beliebigen Transformation der Gruppe unterwirft. Man erkennt 
auf solche Weise, daß zwei invariante Pfaffsche Ausdrücke 
(A) | II, = +, (e,) (dy — yıda) + u, (e) (dz — 2, de), 
Il, = ), (e) (dy — yıdı) + u3 (er) (de — 2, de) 
vorhanden sind !). Wegen ihrer Herkunft aus den Relationen (3) haben sie eine 
von Null verschiedene Determinante A, — Ast: Daher kann jeder ähnlich 
gebaute Ausdruck // in der Form o, (e&,)/T, + 0, (e,)//, geschrieben werden. Soll 
er wie //, und /7, die Invarianteneigenschaft besitzen, so müssen sich o, und », 
invariant verhalten. Dies ist aber wegen der Transitivität der Elemente e, nur 
in der Weise möglich, daß sie sich auf Konstanten reduzieren. // hat also die Form 
c‚II, + c,/l,. Diese linearen Kombinationen aus //, und //, sind die einzigen 
Invarıanten vom Typus 
7. (&) (dy — yıdı) + u (&) (dz — 2,de). 
II, und Z/, nenne ich die Pfaffschen Grundinvarianten. Sie lassen stch eindeutig 
fixieren, indem man verlangt, daß für ein gewisses Anfangselement e? von all- 
gemeiner Art Ay, 4; As, is in 1,0,0,1 übergehen sollen. 


S 2. Die beiden niedrigsten Differentialinvarianten einer Kurve 
gegenüber der Gruppe G, und ihre Beziehung zum invarianten Bogenelement 
und den Pfaffschen Grundinvarianten. 

Daß eine Raumkurve gegenüber G, zwei Differentialinvarianten (r + 1)-ter 
Ordnung hat, die in bezug auf y,;ı und z,;,ı voneinander unabhängig sind, folgt 
aus der Betrachtung des zugehörigen vollständigen System, und das war der Stand- 
punkt, den Lie solchen Fragen gegenüber stets einnahm. Man kann sich aber auch 
einer ganz elementaren Betrachtung bedienen, die wir sogleich darlegen werden, 


!) Da E, festgehalten wird, braucht bei den i. « nur die Abhängigkeit von e, hervorgehoben 
zu werden. 
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und hat dann den Vorteil, diese Differentialinvarıanten in besonders einfacher 
Form zu erhalten, nämlich linear in den höchsten Ableitungen y, .ı und 2... 


Wenn 
| ke, 50%: ) 
(>) Y m. Y (x, Y,2, Ayo 4,), 
| Z=Z(2,y,2,4,:.:-,4,) 


eine Transformation aus G, ist, so ergeben sich bei der Erweiterung dieser Trans- 
formation auf die Kurvenelemente folgende Gleichungen: 

_Kryf,tal: 

XK,tyAt zıX:’ 

_ LrtYZrt 22: 

K,tyX,+zA:'’ 


Z, 


m | u 
(Y, u. “= + (Y:G, Er 2) | 
Y,= 3 6] r 
dx 
(Z, = A, = „+ (2. -—. AL 
9, > u =] e 
dx 
BROE EeT OLOETERe Ip 
Y, = De u 
dx 
X 2 z 0X dz 
Bi. (Z, da Nr) (7. de N gr) nr 
Ani u (>) u 
dx 


usw. Dabei deuten die Punkte jedesmal Glieder von niedrigerer Ordnung an. 

Geht man in diesem Erweiterungsprozeß bis zur Ordnung tr, so kann man 
aus den gewonnenen Gleichungen in Verbindung mit (5) die Parameter a durch 
e, und %, ausdrücken und gewinnt so die Relationen (2). Nun werden diese Aus- 
drücke in die beiden Gleichungen eingesetzt, die beim nächsten Schritt des Er- 
weiterungsverfahrens entstehen. Diese lauten dann: 





a Kran a al, 
Yaı= | —rdxeR + Plen Er), 
. | 2 
Zi haut a Kal, 
un 0 Fon + Y (En). 
dz 
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Die eckige Einklammerung soll hier andeuten, daß a,,.... ., a, durch ihreAusdrücke 
(2) ersetzt worden sind. 

Wenn man nun E,;ı festhält und e,;ı einer beliebigen Transformation 
der Gruppe G, unterwirft, so bleiben die Gleichungen (6) bestehen. Daher stellen 
die rechten Seiten dieser Gleichungen nach Fixierung von E, Differentialinvarianten 
dar. Das sind die beiden zu Anfang dieses Paragraphen erwähnten Differential- 
invarianten (r + 1)-ter Ordnung. Die Determinante der Koeffizienten von y, | 
und z.:ı hat folgenden Wert: 

(7) Be R; | Bar": 

Olz,y,2)) \az . 
ist also von Null verschieden. 





Kehren wir jetzt zu den Relationen (3) zurück, von denen wir zu den 
Pfafjschen Grundinvarianten (4) gelangten, so ergibt sich durch Vergleichung 
der Koeffizienten von dy und dz 





‚dX day dX dY 
‚_’ras "ran a 
Bet dX ’ m, =  . FE re ’ 

da da 
dX dz dX dz 
u re 
2. dX di dX 
dx dz 


und die Pfafschen Grundinvarianten können unter Benutzung der eckigen 
Klammern, deren besondere Bedeutung oben erklärt wurde, so geschrieben 
werden: 














dX dY „dX dY 
re — A, 4 (dy — yıdz) + Rz a A: 1 (dz — 2,d«) 
dX dzZ [„ dX dz 
[z, u X, = (dy — y,dz) + 2: 2 X; ni (dz — 2,dx) 
ie 





Nun brauchen wir noch eine Bemerkung über das invariante Bogenelement 
© (e.)dz. Wenn man in 
dX 


dX = — dx 
dx 
auf der rechten Seite statt a,,...,a, die Ausdrücke (2) einsetzt, so ergibt sich 
en ” 
dX = 32 dx = w (e, E.) dx. 


Diese Gleichung gilt, sobald groß Geschriebenes und klein Geschriebenes durch 
eine Transformation der Gruppe G, zusammenhängen. Daher bleibt die rechte 
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Seite ungeändert, wenn man unter Festhaltung des Großen das Kleine irgend 
einer Transformation der Gruppe unterwirft. w (e,E,)dx stellt somit nach 
Fixierung von E, ein invariantes Bogenelement dar und kann, da E, festliegt, 
dAX 


dx 





in der Form  (e,) dx geschrieben werden. Man darf, kurz gesagt, » (e,) mit | 


identifizieren. 


Beachtet man nun die Gleichungen (4), (4*), (6) und die soeben über 
gemachte Feststellung, so ergibt sich der Schluß, daß die beiden Differential- 
invarianten (r + 1)-ter Ordnung, die eine Kurve gegenüber der Gruppe G, be- 
sitzt, in folgender Form geschrieben werden können: 


(I) | PP a (Ay + m2.) + ßle), 
PR Sue; (Ay t 924) + Y(e)- 
Dabei ist w(e,) dx das invariante Bogenelement und 


A, (dy — yıdı) + u, (dz — 2,de), 
Ay (dy — yıdz) + u, (dz — 2,de) 
sind die Pfafjschen Grundinvarianten der Gruppe G,.. 


Man kann es, wie oben bereits gesagt wurde, so einrichten, daß sich 
1, His Ag, Ma für ein gewisses Anfangselement e; auf 1,0,0,1 reduzieren. Durch 
Beigabe eines konstanten Faktors kann man ferner bewirken, daß » für . = & 
zu 4 wird, und durch Hinzufügen additiver Konstanten schließlich noch er- 
reichen, daß a und ß für e,. =e; verschwinden. Dann gehen aber /,., und J;:ı 
in %.+ı und 2,4, über. Sie sind nach einer Lieschen Ausdrucksweise die zu e; 
gehörigen Hauptlösungen des vollständigen Systems, dem "diese Differential- 
invarianten genügen. 


Man sieht die volle Analogie, die zwischen den Formeln (I) und der Formel 
(1) besteht. Es handelt sich hier um ein allgemeines Strukturgesetz, das auch 
für die Differentialinvarianten der Kurven in höheren Räumen gilt, wobei aller- 
dings hinsichtlich der Parameterzahl der Gruppe die früher angegebene Ein- 
schränkung gemacht werden muß. Es bedarf kaum der Erwähnung, daß sich 
ähnliche Formeln auch für andere Arten von Differentialinvarianten aufstellen 
lassen und daß sich daran eine vereinfachte Berechnungsweise dieser Größen an- 
schließt, falls von der Gruppe nur die infinitesimalen Transformationen als be- 
kannt vorausgesetzt werden. 


Aus der unter (7) angegebenen Determinante 
a llı+ı, Jı+1) 





Ö (Yı+ı, 2:+1) 


läßt sich, was nicht unerwähnt bleiben soll, das invariante Volumelement 
2 (e,) dadydz der Gruppe G, berechnen, wenn man die Bemerkung macht, daß 
dieses mit 


Br = dxdydz 
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identifiziert werden kann. Es ergibt sich dann folgender Ausdruck für das in- 
variante Volumelement: 


wer ö (Urrı, Jı+1) 





dxdydz . 


Ö (Ye+1, 2r+1) 


Es handelt sich hierbei um eine Invariante des Kurvenelements e, und eines um- 
gebenden infinitesimalen Raumstückes. 











Cesaro’sche Raumkurven 
und Mannheim’sche Hilfsgerade. 


Von Hans Böhmel ın Naumburg a. S. 


In dem Artikel: Memoire sur les pinceaux de droites et les normalies, con- 
tenant une nouvelle exposition de la theorie de la courbure des surfaces !) und in 
verschiedenen Noten in den Comptes Rendus ?) gibt Mannheim u.a. eine „Dar- 
stellung‘‘ der Regelflächen durch eine ebene Kurve und daran anschließend die 
Ableitung gewisser Eigenschaften von Klassen von Raumkurven (Bertrandsche 
Kurven; Kurven der Klasse Ax? + AT? = x, wo x,r die beiden Krümmungen 
bedeuten). Diese Methode läßt sich allgemein auf C’esarosche Raumkurven er- 
weitern ?). 

Der Zusammenhang zwischen Regelfläche und der ebenen „Bildkurve“ 
ist kurz folgender: Jedem Punkte der Erzeugenden einer Regelfläche ist eindeutig 
eine Tangentialebene zugeordnet und umgekehrt. Wählt man einen Punkt O0 auf 
dieser Erzeugenden als Ausgangspunkt, seine Tangentialebene als Ausgangsebene, 
so läßt dieser Zusammenhang sich ausdrücken durch 


(1) yigpy+tay+btgp=0 
wo % die Entfernung der betrachteten Punkte von 0, @ der Winkel seiner 
Tangentialebene gegen die Ausgangsebene, a und b Konstante sind. Setzt man 


Y 


— eg, so erhält man: 
IıgY 
(2) ytaxr+b=(0, 
die Gleichung einer Geraden — der Mannheimschen Hilfsgeraden —, wenn man 


die Erzeugende als Y-Achse, eine Senkrechte dazu als X-Achse wählt. 


Beschreibt O eine Kurve auf der Regelfläche, und läßt man stets die Y-Achse ın 
die Erzeugenden der Regelfläche fallen, so erhält man eine Schar von Hilfsgeraden, 
die eine Kurve — die Mannheimsche Bildkurve — umhüllen. Das Lot vom Ko- 
ordinatenanfang auf die Hilfsgerade gibt auf der Hilfsgeraden den Punkt der 


ı) Liowville: Journal de Mathematiques 2° serie, t. XVII (1872). 

2) Comptes Rendus hebdomaires t. 85 (1877); t. 86 (1878). 

3) Vgl. Diss. Böhmel, Jena 1920 (nicht im Druck erschienen): Untersuchungen zu den Kurven 
der Klassen Ar? + CO? = x und AR + 0? =1r. 
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Regelfläche, der der Striktionslinie angehört. Ist die Regelfläche Hauptnormalen- 
fläche der vom Punkte O beschriebenen Kurve, so sind die Achsenabschnitte der 
Hilfsgeraden auf der X- und Y-Achse der Torsionsradius und der Krümmungs- 
radius der Kurve 0. Dem Schnittpunkt zweier infinitesimal benachbarten Hilfs- 
geraden entspricht ein Punkt auf der Hauptnormalenfläche der Kurve O, für den 
diese entgegengesetzte gleiche Hauptkrümmungsradien hat. Die Ordinaten dieser 
Punkte sind also ihre Entfernungen vom zugehörigen Punkte der von O beschrie- 
benen Kurve. 
Die Gleichung der Hilfsgeraden ist dann: 


(3) »y+rxe=1. 
Umhüllen die Hilfsgeraden einen Punkt, so erhält man: 
(4) ar+be =1 


die Gleichung der Bertrandschen Kurvenklasse !). 
Soll von den Hilfsgeraden der Kegelschnitt: 


(2) 011% + 20452Y + Ay? + 20,3% + 203% + a; = 0 
umhüllt werden, so muß seine Tangentialgleichung für den Berührungspunkt x,,%, 
© (411%, + Ay2Yo + A13) + Y (AgıXo + AgaYo + Aa3) + (Azı%0 + AgaYo + Az5) = 
mit der Gleichung der Hilfsgeraden identisch sein. D.h. 
_ tot 42% + 95. __ Mpıko + AgaYo + Ag 
Az1%, + QgaYo + Qyg ' Az] %y + AggYo + Ayg 





T=- “ = 


Das gibt: 

Gt te — Om, ut T ip — u 

gt + GA — gg ” I TH Ar — gg’ 

wenn mit «,, die adjungierten Unterdeterminanten zu den Elementen a;, der 
Determinante: 


I = 


dıı 42 Aıs 
Ö=| Gy A (Ag bezeichnet werden. 
Az] Agg Az 
Für ö +0 ergibt dies in die Gleichung des Kegelschnittes eingesetzt: 
(6) AT? + 209 KT + Ag%g + Ag = 20T + 205%. 
Wir haben daher: 
Die Kurven der Klassen (6) — d. h. Raumkurven mit allgemeiner quadratischer 
- Beziehung zwischen den beiden Krümmungen — haben als Mannheimsche Bild- 
kurve einen Kegelschnitt (5). | 
Wird a3, = 0, so stellt (5) eine Parabel dar, (6) wird dann die Gleichung 
der Cesaroschen Kurvenklasse. Also: Die Cesaroschen Raumkurven haben als 
Mannheimsche Bildkurve stets eine Parabel. 
Im folgenden sollen nun einige spezielle Lagen der Parabel benutzt werden, 
um zu gewissen speziellen Cesaroschen Kurvenklassen gemeinsame Eigenschaften 
aufzustellen. 





!) Mannheim ]. c. 





Ve u u A 











Böhmel, Cesarosche Raumkurven. 9 


Für die Parabel, die die Y-Achse als Achse und den Scheitelabstand g hat, 
deren Gleichung also lautet: 


(7) x = 2py+ 2pq 
wird in der allgemeinen Kegelschnittgleichung: 
a1 =]; Ag lg =, =0l; a =— pP; Ag = —2pg. 
Also 
= — pP}; Ip == =0l; = — 2pg Ay—p. 


Ihr entspricht also die Kurvenklasse: 


(8) 5 2 +gye®+xr=l0. 

Die Scheiteltangente einer Parabel halbiert nun den Abschnitt jeder anderen 
Parabeltangente zwischen ihrem Berührungspunkt und ihrem Schnittpunkt mit 
der Parabelachse. 

Da die Parabeltangente Hilfsgerade ist, so entspricht ihrem Berührungs- 
punkt der Punkt der Hauptnormalenfläche der entsprechenden Raumkurve, für 
den diese entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat; der Schnittpunkt 
mit der Hauptachse, die hier die Y-Achse ist, entspricht dem Krümmungsmittel- 
punkt; und der Schnittpunkt mit der Scheiteltangente entspricht einem Punkt, 
der von der betrachteten Raumkurve den konstanten Abstand g hat. Also: 

Für die Kurven der Klassen (8) halbieren die Punkte auf der Hauptnormalen, 
die von der Grundkurve den konstanten Abstand y haben, den Abschnitt auf der 
Hauptnormalen, der begrenzt wird von Krümmungsmittelpunkt und dem Punkt, 
für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungs- 
radıen hat. 


Für die Parabel: ” 
(9) x” =2py+ p? 


fällt der Brennpunkt in den Koordinatenanfang; da q = P 


2 


ist, so ist die Gleichung 


der entsprechenden Kurvenklasse 
(10) Set) +r=0, 


ein häufig behandelter Fall. 


Der Fußpunkt des Lotes vom Brennpunkt auf jede Tangente der Parabel 
liegt auf der Scheiteltangente. Also folgt hier: Für die Kurven der Klasse (10) 
teilt die Striktionslinie der Hauptnormalenfläche den Abschnitt auf der Haupt- 
normalen in gleiche Teile, der zwischen Krümmungsmittelpunkt und dem Punkt 
liegt, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungs- 
radien hat !). 

Der Parabel 


(11) a? = 2py, 


1) Mannheim: Comptes Rendus t. 85 (1877), p. 849. 
Journal für Mathematik. Bd. 155 Heft 1. 2 
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deren Scheitel im Koordinatenanfang liegt, entspricht die Kurvenklasse: 


(12) 5 ”+r=0. 


Aus der Lage dieser Parabel folgt sofort: 


Die Kurven der Klasse (12) halbieren auf ihren Hauptnormalen den Ah- 
schnitt zwischen Krümmungsmittelpunkt und dem Punkt, für der die Haupt- 


normalenfläche entgegengeset?t gleiche Hauptkrümmungsradien hat. 4 Ä 
Betrachtet man die Parabel 
(13) y"=2px + 2pgq 
mit der A-Achse als Achse und dem Scheitelabstand g, so sind hier: 
49 =1; Au>=au =, =0; A —P; Ay = —2pg, 
also: 
a1 = — 279 WG = =tl = Amp, 


demnach die Gleichung der zugehörigen Kurvenklasse: 


(14) Setgr+r=0. 


Hier ergibt sich aus der Lage der Parabel der Satz: 


Diejenigen Punkte auf den Hauptnormalen einer Kurve der Klasse (14), 
die den Abschnitt zwischen Kurve und Krümmungsmittelpunkt im Verhältnis 


(2 2. q): — g teilen, halbieren den Abschnitt zwischen den Punkten der Kurve 


und den Punkten, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat. 

Der Parabel 
“ mm) y’=2pr+p? 


entspricht die Kurvenklasse: 


(16) 5 (+7) +r=0. 


Es sind dies die Kurven mit konstanten Windungsparameter. Das Lot vom 
Brennpunkt der Parabel (der hier Koordinatenanfang ist) auf jede andere Tangente 
trifft diese in ihrem Schnittpunkt mit der Scheiteltangente. Daraus geht hervor: 

Die Striktionslinie der Hauptnormalenfläche einer Kurve der Klasse (16) 
teilt den Abschnitt auf der Hauptnormalen zwischen dem Kurvenpunkte und dem 
Punkte in gleiche Teile, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche 
Hauptkrümmungsradien hat. 


Die Parabel 
(17) y® = 2px 
führt auf die Kurvenklasse 


(18) Setr=0. 


Hier ergibt sich sofort der Satz: 
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Auf der Hauptnormalen einer Kurve der Klasse (18) teilt der Krümmungs- 
mittelpunkt den Abschnitt zwischen Kurvenpunkt und dem Punkt in gleiche 
Teile, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungs- 
radien hat. 


Die Verschiebung der Barabel (17) in die folgende: 


(19) (y — a)’ = 2px 
macht: 
Ay ml; = wel = —A Ama, 
eg yg=tl; Bald meh hp, 


gibt also die Kurvenklasse: 
(20) px? — 2axı = 2r, 
die genauer von Spieweck !) behandelt ist. 
Entsprechend der Verschiebung der Parabel ergibt sich hier der Satz: 


Der Krümmungsmittelpunkt der Kurven der Klasse (20) liegt in der Mitte 
zwischen den Punkten der Hauptnormalenflächen, für die die Hauptkrümmungs- 
radien entgegengesetzt gleich sind, und den um die konstante Strecke a von 
der Grundkurve entfernten Punkten der Hauptnormalen. 


Die Verschiebung der Parabel (11) x? = 2py in die Parabel: 


(21) (x — a)? = 2py 

gibt: 
Aı =; Aue Ay dd Aa — 7; Agua, 
au=—-P Bad ya =(t; =p. 

Die zugehörige Kurvenklasse wird: 

(22) pe” — 2a +22 =0. 

Der Schnittpunkt der Tangente mit der Achse der Parabel hat dıe Ordinate: 

u= — En 
pr 

Daraus geht hervor: 

Für die Kurven der Klasse (22) wird der Abschnitt auf der Hauptnormalen 
zwischen dem um u = — a entfernten Punkt und dem Punkt, für den die 


pt 
Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, von 
der Kurve selbst halbiert. 


Der Parabel 


(23) (y—a)’ =2prxr + p? 
entspricht die Kurvenklasse: 


(24) p(® +7) =2tr(ax —1). 


’ i . . ’ Yy 
I) Spieweck: Genauere Untersuchung der Kurven Ax + Br = ( = Diss. Halle 1919. 
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Die Ordinate der Schnittpunkte der Scheiteltangente mit einer beliebigen 
Tangente ist: 


s.u#2 
1 
Also: 
Für die Kurven der Klasse (24) halbiert der’Punkt auf der Hauptnormalen, 
der den Abstand u= — 5 - hat, den Abschnitt zwischen dem um den kon- 


stanten Abstand a von der Grundkurve entfernten Punkt und dem Punkt, für 
den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat. 

Die Parabel, die in den Punkten x=(0,y=a und xr=a,y=( die Achsen 
berührt, hat die Gleichung: 


(25) («+ y—a)” —Arıy=0. 
Die Gleichung der zugehörigen Kurvenklasse ist: 
(26) | axr=x-+r. 


Der Schnittpunkt der Parabelachse mit einer beliebigen Parabeltangente 
hat die Ordinate: 


e-a)e 
a 


u = 


Daraus ergibt sich also der Satz: 


Der Punkt auf der Hauptnormalenfläche der Kurven der Klasse (26), dessen 
Abstand sich zum Abstand der Krümmungsmittelpunktes verhält, wie der Abstand 
des Krümmungsmittelpunktes von dem um die konstante Strecke a von der Grund- 
kurve entfernten Punkte zu dem Abstand dieses Punktes ven der Grundkurve, 
liegt ebensoweit von der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche entfernt wie 
der Punkt, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat. 


Die Parabel 
(27) (x — a)? = 2p(y— 2) 


hat die X-Achse als Leitlinie. Die Schnittpunkte einer Sekante durch den Brenn- 
punkt mit der Parabel bilden mit dem Brennpunkt und dem Schnittpunkt mit 
der Leitlinie vier harmonische Punkte. Die Tangenten in den Schnittpunkten 
schneiden sich unter rechtem Winkel auf der Leitlinie. Die Abstände der Be- 
rührungspunkte von der Leitlinie verhalten sich also wie die Abstände dieser Punkte 
von der Geraden y = p, die durch den Brennpunkt geht. 


Die zugehörige Gleichung der Kurvenklasse ist: 

(28) p(*?"— 7) +2axı =2x. 

Zu jeder solchen Sekante durch den Brennpunkt gehören zwei Tangenten, 
die auf der X-Achse denselben Abschnitt abschneiden, also denselben Torsionsradius 


ergeben, aber verschiedene Werte für die entsprechenden Krümmungsradien. 
Wegen der quadratischen Beziehung zwischen x und r gehören zu jedem Torsions- 














Böhmel, Cesarosche Raumkurven. 13 


radius gerade zwei Werte von Krümmungsradien. Betrachtet man also solche 
Paare von Hauptnormalen der Kurven (28), die denselben Torsionsradius haben, 
so gilt die Beziehung: Die Entfernungen von der Grundkurve der beiden Punkte, 
für die die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien 
hat, verhalten sich zu einander wie ihre Entfernungen von der um die konstante 
Strecke p von der Grundkurve entfernten Kurve. 

Diese Beziehung behält auch noch ihre Gültigkeit für a=0, d.h. für die 
speziellere Kurvenklasse: 


(28°) p (x? — ı?) = 2x. 

Die allgemeine Kegelschnittgleichung (5) gibt eine Ellipse für a,, > 0, die 
für a),6 oder a6 <O reell, für a,,ö oder a3,Ö6 > 0 imaginär ist. Bezeichnet 
man mit ß,, die adjungierten Unterdeterminanten zu den Elementen «,, in der 
Determinante: 


41 Ge (Gy Gıı Gy (Gyg 
. la Q31 . a 0 nn Au 5; 
— (Ag (Ag Qgg Qzgı (Gga (sg 


so hat die Kurvenklasse (6) als Bildkurve eine Ellipse, da ö-a,, = ß,;, Ist, 


wenn: | 
Pır Pag — Pia > 0 
ist. Die Ellipse ist reell für: 


ßıı oder Pg <O, imagınär für: ß,, oder By >. 
Die Kurvenklasse (6) hat als Mannheimsche Bildkurve einen Kreis für: 


Pı = Pa; Pa =, 
und eine Hyperbel für: 

Pıı Paa — Pia <O. 
Mit ö=0, d.h. dem Zerfall der Kegelschnittgleichung, wird auch e=(. Die 
allgemeine quadratische Beziehung zwischen den beiden Krümmungen zerfällt 
in zwei lineare, also in ein Paar von Bertrandschen Kurven bzw. Schrauben- 
linien 

Es lassen sich hier, wie natürlich auch für Kurven höheren Grades, geo- 
metrische Eigenschaften der ebenen Bildkurve auf Klassen von Raumkurven 
übertragen. 

In der Darstellung der Kurvenklassen (6) durch Kegelschnitte läßt sich 
auch leicht die Lage der folgenden Kurven auf der Hauptnormalenfläche zur 
Grundkurve überschauen: der Krümmungsmittelpunktskurve, der Striktions- 
linie, der Kurve, längs deren die beiden Hauptkrümmungsradien entgegen- 
gesetzt gleich sind. 

Den Tangenten vom Nullpunkt an die Bildkurve entsprechen die Punkte, 
für de x = ©, = o ist, also die singulären Punkte, deren es zwei (ev. imaginäre) 
gıbt. 

Im allgemeinen hat die Ellipse zwei, die Parabel eine, die Hyperbel zwei 
oder keine Tangente parallel zur Y- bzw. X-Achse. Dementsprechend haben die 
zugehörigen Kurvenklassen Punkte, für die «= 0 bzw. = (0 wird. 
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Die Striktionslinie der Hauptnormalenfläche wird dargestellt durch die 
Fußpunktskurve zur Mannheimschen Bildkurve, bezogen auf den Koordinaten- 
anfang als Pol. Ihre Ordinaten geben den Verlauf der Striktionslinie bezüglich 
der Grundkurve. Ein Schneiden der X-Achse entspricht also einem Schneiden 
der Grundkurve. 

Die Kurve, längs deren die Hauptkrümmungsradien entgegengesetzt gleiclı 
sind, wird durch die Mannheimsche Bildkurve selbst dargestellt. Für die Ellipse 
bleibt sie ganz im Endlichen, für die Parabel hat sie einen, für die Hyperbel zwei 
unendiich ferne Punkte. Sie schneidet die Grundkurve in höchstens zwei Punkten. 
Berührt der Kegelschnitt die X-Achse, so berührt diese Kurve entsprechend die 
Grundkurve; dafür ist stets x = ©; in demselben Punkte kreuzt aber auch die 
Striktionslinie die Grundkurve. Denn die Ordinaten der Fußpunktskurve werden 
nur für die Tangenten, die durch Nullpunkt gehen, zu Null. Die Striktionslinie 
kreuzt also ebenfalls höchstens zweimal die Grundkurve. 








Über Konvergenz von trigonometrischen Reihen. 


Von A. Plessner ın Gießen. 


Das folgende soll einen Beitrag liefern zu der viel behandelten Frage, wie 
man aus der Größenordnung der Koeffizienten a,„, b„ einer trigonometrischen Reihe 


(1) 2Z(a„cosn® + b„ sinn ®) 


auf das Maß ihrer Konvergenzmenge schließen kann. Das erste nicht triviale 
Ergebnis in dieser Richtung erzielte Fatou !), der unter der Voraussetzung 
limn(la„n| + !db„!) =0 bewiesen hat, daß die Divergenzpunkte von (1) eine 


Nn— 8 


Nullmenge bilden, oder anders ausgedrückt, daß dann die Reihe (1) fast 
überall konvergiert. Eine Verschärfung dieses Resultates brachten die Arbeiten 
von Jerosch und Weyl?), auf Grund einer ganz anderen Methode, die auch beı 
Reihen, die nach allgemeinen Orthogonalfunktionen fortschreiten, anwendbar 
bleibt. Die letztgenannte Arbeit von Weyl wurde dann der Ausgangspunkt für 
eine ganze Reihe von Arbeiten, bei denen allgemeine Orthogonalfunktionen zu- 
grunde gelegt wurden. Inzwischen haben W. H. Young ?) und Hardy *) für trigono- 
metrische Reihen sehr weitgehende Resultate gefunden mit Hilfe von Methoden, 
die mehr auf den Fall der trigonometrischen Reihen zugeschnitten sind. Ins- 
besondere bewies Hardy *) auf sehr einfache Weise einen Satz über allgemeine 
Fourierreihen, der auf die Fourierreihen von Funktionen, die samt ihrem Quadrate 
integrierbar sind, angewandt, ergibt, daß schon die Konvergenz von 


(2) 2 (ai + bi) (lgn)? 


genügt, um zu schließen, daß die Reihe (1) fast überall konvergiert. Ein weiter- 
gehendes Resultat erzielten Kolmogoroff und Seliverstoff ®), indem sie auf die 


‘) P. Fatou, Series trigonometriques et series de Taylor. Acta Mathem. 30 (1906), S. 335. 

?) F. Jerosch und H. Weyl, "ber die Konvergenz von Reihen die nach periodischen Funk- 
tionen fortschreiten. Math. Ann. 66 (1909), S. 67. H. Weyl, Über Konvergenz von Reihen, 
die nach Orthogonalfunktionen fortschreiten. Math. Ann. 67 (1909), S. 225. 

») W. H. Young, Sur les series de Fourier convergentes presque partout. Comptes Rendus 
155 (1912), S. 1480. 

*) @. H. Hardy, On the summability of Fouriers series. Proceedings of the Lond. math. Soc. 
(2) 12 (1913), S. 365. 

») A. Kolmogoroff und @. Seliverstof, Sur la convergence des series de Fourier. Comptes 
Rendus 178 (1924). S. 308, 
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Jerosch-Weylische Methode zurückgriffen. Sie beweisen nämlich, daß (2) ersetzt 


werden kann durch die Konvergenz der beiden Reihen: 
1 
2 2 

Zatbd)um, &,um: 
wo u(n) < u(n +1). Hiernach kann der Faktor u(n) = (lgn)? durch 
(gn)'' ’(ö> 0) ersetzt werden, während für u(n) =Ign die zweite Reihe 
divergiert. Das Hauptergebnis dieser Arbeit besteht in dem Nachweis, daß in 
der Aussage des Hardyschen Satzes (lgn)? durch Ign ersetzt werden kann. Wie 
die letztgenannte Arbeit, knüpft auch die vorliegende an die oben zitierte 


Arbeit von Weyl an. 
s1. 


Wir beweisen zunächst einen allgemeinen Satz über Konvergenz von Folgen 
integrierbarer!) Funktionen. Wir setzen ganz allgemein voraus, die Funktionen- 
folge f}, f. . . sei definiert auf einer meßbaren!) Menge A (von positivem, end- 
lichem Maß) eines p-dimensionalen Raumes, dessen Punkte wir mit X bezeichnen; 
außerdem sollen die f, über A integrierbar sein. Wir setzen?): | 


Dun = max. (fm — In, Imrı — Ims +: In — Im) 
Pmn = min. (fm — Imr Im+ı — Im»: In — Im) 


In = D,nd X Is u mn d . 
ers mn ft 


(n > m) 


Da die ®,„ bzw. 9m eine mit n aufsteigende bzw. absteigende Folge bilden, so 
gilt dasselbe von Jun bZW. /mn. Es existieren somit 


Ja = lim pr , Ja = lim Ian . 


n>% [ee © 


Der zu beweisende Satz lautet dann: 


Hilfssatz?): Ist 


(3) im J„, im) =0, 
so konvergiert die Funktionenfolge fi, fa--- fan... fast überall (mit Ausnahme 


einer Nullmenge) auf A gegen endliche Grenzwerte. 


Beweis: Wir wählen 


B>uh> rc 
so daß 
€, > 0 lim e, = 0, 
und Ö,,Ö5,.... so daß &.>0, die Reihe ö, +6, + --: konvergiert und 
o= 6. 


!) „Integrierbar“ und „meßbar“ sind in der vorliegenden Arbeit stets im Lebesgueschen 
Sinne gemeint. 

2) Unter max (fi, fa... f„n) bzw. min (fi, fa-.- f„) verstehen wir die Funktion, die in jedem 
Punkte X als die größte bzw. kleinste Zahl unter den Funktionswerten fı (X), fa(X)..; fn (X) 
definiert ist. & 

®) Vgl. hierzu H. Weyl loc. eit. $$ 2. 3. 
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Aus (3) folgt die Existenz eines »,, so daß für alle m > », 
Sn <ed, >> — 6, 

und um so mehr: 

DS In < 6, > jm> — 8.6, (n>m>»v,). 
Es sei außerdem!) 

Ba=A(P,nZ5%) Ca=AlynZ— E) (n > v,) 
und 

B, = Barı + Baure + C,= Car + Carr + 


In der Menge (A — B,) (A —C,) ist daher für jedes n > », und gleichmäßig für 
alle Punkte der Menge: 


D,n < E,, Py,n = Ve Er; 


also auch 
—_— ,  <hh, <<: 
Nun ist: 
 &,MBnZIn <Hh, — Min jun > — &6,, 
also 
(4) mDin < 6, mln<6,. 
Andererseits ist aber 
By «+1 < Bus <:»-», Cyr+1 u <oun 


folglich ist 
mB, =lımmBa, mC,=lmm(C.„.: 


n>» n> © 


Aus (4) folgt dann 
(4) mB,<ö,, m(l,<sö, 


und aus (4’), wenn man setzt 
B=B,+B,+B,+'--, C=C,+0,+(0,;,+:::. 
(4) mB=zÖ6, mÜ=d. 
In der Menge A* = (A — B) (A —C) gilt dann folgendes: Zu jedem e läßt sich 


ein » so finden, daß für n> v 
—e<hnh—f, <e 


gleichmäßig für alle Punkte von A*. Ist nämlich e,< e, so ist schon nach dem 
vorherigen sogar in (A — B,) (A —C,) > 4* 


15 —, <h— <us Se, 


so daß » = », gewählt werden kann. Damit ist aber gezeigt, daß die Folge 
fu fa»... in A* gleichmäßig (gegen endliche Grenzwerte) konvergiert. Nun 
wird sich, wie aus (4’) folgt, wenn ö genügend klein gewählt wird, m A* be- 
liebig wenig von mA unterscheiden, woraus die Behauptung des Hilfssatzes 
unmittelbar folgt. 





1) Unter A(f>ae), A(f>y) verstehen wir wie üblich die Menge der Punkte von A, in 
denen die betreffenden Ungleichungen gelten. 
Journal für Mathematik, Bd. 155. Heft 1. 3 
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$ 2. 
Es sei 


(1) & (a, 0050 + b, sin #6) 
eine trigonometrische Reihe und 
s(0)=0,... sn(P) = 2 (a, cos 0 + b,sin x9) 


seien ihre Partialsummen. 





Wir werden den Hilfssatz zur Anwendung bringen, und zwar wird hier für 
A das Intervall (0,2x) und für f„ s„(6) zu setzen sein. Es sind dann in der 
Bezeichnung des $ 1 die Integrale J,.n und /mn absuschätsen. Wir weisen nach, daß 


A "Gmdd<KY (ar + B)1gx 


(5) ’ 
0 mn = ir md > er +bi)lgx, 
wo Ä eine absolute Konstante bedeutet. 


Es genügt, die erste dieser Ungleichungen zu beweisen. Wir setzen zunächst 
m = 1 voraus und betrachten 





Din = max (0, 5,,53...85.) ; 


indem wir a, = b, = O0 setzen, können wir das auch in der Form schreiben: 


A(6). 
„= 2 (a, cos #6 + b, sin #6), 
x= 


wo die Funktion 4 (6) nur die ganzzahligen Werte 1,2,...n annehmen kann. 
Außerdem sei gesetzt: 


J 


AÄ,(0) = 2 (a, cos #® -- b, sin »6) Vlgx, 


so daß 
1 2 
a, = —— Au(t) cos xt, DD, = A,lt)sinztdt (2) 
wo ” a TE " 
272 A(0) 
a ha af c08 2 (0 — 1) X) dt 
’ 1 Yigx 
27 F m 
PER u: © gi EBEN ri 
° 2 Vig 8% 
(in den beiden letzten Formeln ist für (9) = 1 die e cos r ns =() zu setzen). 
ı= gx 


Die Anwendung der Schwarzschen Ungleichung ergibt dann: 


2 2n (6) de 2 2n n 
0) uch L; Fl“ ei ni N | de. Xdt= LE (a + b)lgr, 
; ı—: | ex « =? 


0 


[2] 


0 or Y gx 


v2n 2n A(#) 
wo L= uf 1/ - fen ca "ei dt gesetzt wurde, 








für 
der 


daß 


>hst 


Inn, 
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Wir werden zeigen, daß LA< K?, wo K eine absolute Konstante ist, womit 
die Ungleichungen (5) für m = 1 bewiesen sein werden. Es ist 


2 f? m 4(6’) 
1 4 / "PD cos (0 - Daf wn—N ul 
£3 \lgx r Vex 


2 [ 5 f 46) cos z lb’ —- 1) 
1 im) en co8 #(# —t) u; cos x (6 t) dr Inder’ 
ee Vigx .- fee. I 7} 


LI 10, 6) c08 x on v) dad’ 
lgx | 


wo 4(6,6') = min (/(#), A(6’)) vesetzt wurde. 
Setzen wir 


— 
—1 
— 


sin (m -r- - (# —#') 


1 | r 2 
H=7Z M=7 r,2,c08 »( —9#) = a 2 
_ sın u 
2 
m: ‚ J 
1 Ayo) sin (2(6, A) -+ 7 (# — #) 
= — cos z(d —#) = — 
sin — 
2 
2: | (#0) a ‚(6 A) 
i; sin? (m -—- 1) Ey > sin? (8,6) 9 
„= 20,= —— m um - ZZ 4=- ——. 
x= Eee x—=0 0 —6 
2 sın? a una 2 sın? a 
so folgt: 


N cold 0) Ko,r-o,i 71 
Alan = £‘ z,(, 


(für 4= 2 treten nur die beiden letzten Glieder auf). 
Aus (7) folgt dann, wenn wir noch negative Bestandteile weglassen, 


2 ) | 
< ne dd dH' 
'=4 s/ ”z. A Ey Pisa) ei 
(8) 2n p2n { Pan (ang, 
® + dde’ 
+/ Y (wi 1) lg j} ru d0 d J J le} d 
= L, + Ls u La. 
In L, ist 


2 1 1 2 2 | 
a EHRE. SE 5a RM y* <(14+ 
Fe Ig(z +1) "Ig(x + 5;) — ullgx)? elle)? — (! 122) #*(lex)? 


3" 
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und somit 


0<1,: (14, 2/ SE ,a0d0’ 
<(i1+, Bir” ER x” on 
"2 x +1 


2rı 
et # 1d0d# = 2m (1 rg 


< An? (A En N . 


(9) 


Um ZL, und Z, abzuschätzen, bedürfen wir des folgenden Lemmas. 
Lemma. Wenn F($,®, t) = F(0,®, t), 80 ist: 


| 


(10) Sf” ro, ",1(6,0'))d0d6 | < 2/ "a /” | F(6, 0, 1(0)) | de’ . 
oo 0 0 


Es sei Q das Quadrat 
0<u<s2n, 0=4# <s2n 


Q, = Q (Ma) A), Q2 = Q (AP) > A#’))'). 


Dann ist 
in Q): A6,0)= Al), in @g: (0,0) = A(W) 
und 
Q 2 Q, + Q; . 
Also folgt 


JIr6 6", 2(6,6°)) d6d’ I F(, 6, A(0)) d6d#’ +// ro 0". 30°) dndh’ 


SI row, ur ))dvaw - /firo 9", A(0)) | d0d6 Miro v0") | dvd 


Y 
en 
— f' "ao f | F(#, 6, 3(0)) | do’, 
0 0 


womit das Lemma bewiesen ist. 
In ZL, ist 
1 BR." 1 a 1 
Ig(a—1) 182 (2 — )flg(A—1)]? = (dg2)2(A — 1)’ 
da man nach der vorhin gemachten Bemerkung in L, A>3 voraussetzen dar!. 
Die Anwendung des Lemmas (10) ergibt dann: 


2m pen 7, 1d0d0' 
‚euh2% af S 06,0) —1A 


11 2 re 
RR er du ‚2. Sin“ 40) 0 2° [°" Modd _ 6r 
— Am 912 re mu 2 a; 2 97 Ge 2° 

ig 2)2/ Aw) —1. 2sins® > ig2)?. (9) —1 > (Ig2) 


!) Siehe Anmerkung 1, S. 17. 
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Auf L, wenden wir wieder das Lemma an: 


fr sin (20) + 5) 0-9) | 





2n 
SEE lg of Br 2 . .. 
2 sın 
2 
I\, 
RR - sin (A (9) + 5) 
=2 h —, do’ 
0 lg 16); 2 sin 4 
Nun ist: 
En ES. 
„n sin(A(6) + 5) # „ sin(2(0) +)6 
fi — dv’ = z de’ 
0 2 sın ’ 0 sın - 
2 2 
1 
[fo 2A()+1 "we 5 _ . i 
nr ef sn +=/ << y + mg AB) < Img Al), 
40) 1(0) 
also 
2rı 
(12) |L,| <6r dd = 1222. 
/ 


Aus (6), (8), (9), (11) und (12) folgt somit, wenn Ä eine absolute Konstante 
bedeutet, 
IJinl< KV 2a + Bi)lgr. 
Hieraus folgt auch leicht die Ungleichung (5) für beliebiges m. Denn 


Dan = max (Sm — Sm Sm+1 use Sm ... Sn ag 84) 
kann auch als ®,„ definiert werden, wenn man 


„,=b,=, ==... =, =0 
setzt. Also ist: 
(51) In KV > Be (a? + b?)lgx 
und ebenso 
(52) im > — KV E (a? + 3 1gr. 
Setzt man die Konvergenz der Reihe 
(13) & (a? + b2) 1g« 


voraus so folgt aus (5) 


Mm<KY &£ (a +b2)lgr 


x—=m+1 


in2—K) £ (a +53)1g% 
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und weiter 
(3) lım Jun =0, lım m =, 


M>R M>R 


so daß die Anwendung des Hilfssatzes des $ 1 den Satz ergibt: 
Satz I. Konvergiert die Reihe 


(13) & (ai + bi)lgr 
so konvergiert die trigonometrische Reihe 
(1) & (a, cos x0 + b, sin #0) 
=? 


fast überall, d. h. für alle # mit Ausnahme einer Nullmenge. 


Unter Zuhilfenahme des Fischer-Rieszschen Satzes, kann man, wie un- 
mittelbar ersichtlich, dem Satz 1 auch die folgende Formulierung geben: 


Satz I’. Ist f(#) eine samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion und 





(14) ib) ru 3 # 2 u cos x0 + x sin 0 
ı—= 
ihre Fourierreihe, so ist die Reihe: 
> rue 
2 ı=2 Vlg X 


fast überall konvergent. 
Bezeichnen wir mit $„(#) die n-te Partialsumme der Fourierreihe (14), d.h. 


S.(0) = +2 (u, cos x® + ß, sin #0), 


so folgt aus einem Satz von Kronecker '), daß an jeder Konvergenzstelle der Reihe 
(15) die Beziehung 





(16) "FRE. Di 
ne lg n 
gilt. In Verbindung mit Satz I’ ergibt das: 
Satz II. Bedeutet 5,(#) die n-te Partialsumme der Fourierreihe einer samt 


ihrem Quadrate integrierbaren Funktion, so gilt fast überall die Gleichung (16). 





$ 9. 

Die trigonometrischen Reihen (1), bei denen die Reihe (13) konvergıert, 
und deren Konvergenz wir nachgewiesen haben, sind Fourierreihen einer Klasse 
von Funktionen, die samt ihrem Quadrate integrierbar sind. In diesem Abschnitt 
wollen wir gewisse Eigenschaften dieser Funktionsklasse angeben, insbesondere 
auch sie zu charakterisieren suchen, ohne Zuhilfenahme der Fourierkoeffizienten. 
Wir bezeichnen die Funktionen dieser Klasse mit f(®) und setzen: 


ft) vv 2 (a,cosx6® + b, sin #0) 





!) L. Kronecker, Quelques remarques sur la determination des valeurs moyennes. Comptes 
Rendus 103 (1886), S. 980. 
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98,1) = Mo +) ION, et) = f "1p08, 740 


ar 
y(9,t) = 0 +L) + fl —tı) — 2/0),  yYü) - / [y(#, 1)? de. 


Dann gilt der folgende Äquivalenzsatz: 


Satz I/II. Für die Funktionen f(#) der von uns betrachteten Klasse sind die 
j l e). 
Funktionen 2 E e in O=Zt 27 integrierbar, und umgekehrt, wenn für eine 
quadratisch integrierbare Funktion f(#) eine von diesen Funktionen integrierbar 
ist, so gehört sie zu der von uns betrachteten Klasse, d.h. Z(a? + b2)Igx ist 
konvergent. 


el 
‚ da er für en ganz 


rt) 
t 


Wir erbringen den Beweis nur für die Funktion 
analog verläuft. 
Es ist 
p(6,t) ru 22 (b,c0sx® — a, sind) sin x! 
g= 
und nach dem Parsevalschen Satze 
arı e2 F) > . 
(17) p(t) = [ | (0, t) dt = An 2 (a, + 57) sin? xt. 
[” = 
0 
Es sei 
pu(t) = An & (a? + b?) sin? xt. 
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R net ’ 
Dann sind die g. . wie man unmittelbar sieht, integrierbar. und es ist 


Yılt) < G2't) _ 


SF Fir 
und 
. t et 
lim Pit) _ rw 
non 1 t 
: i n l . 
Nach einem bekannten Satze ıst an dann und nur dann integrierbar 
wenn 


im (Pl 


na ! 
0 


endlich ist. Nun ist aber 


2n n . »2nı sın? i 
F Pult) dt=An! (a? -+ b?) / >: 
. t x—1 - ! 

0 


iu sın? «1 


Es ist aber leicht zu zeigen, dab genau von der Ordnung Igx 


0 


ist, d.h. lim / = dt ist dann und nur dann endlich, wenn (a? 


na * 


+ bi)lgx 
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konvergiert, woraus die Behauptung folgt. Aus der Existenz des Integrals von 


wi folgt wegen der Formel: 


2rı 2n ‚2n N ]? 
/ DE -/S ae di 


auch die Existenz des Doppelintegrals auf der rechten Seite und hieraus ergibt 
sich nach einem Satz von Fubini!): 

Satz IV. Für die Funktionen f(#) der von uns betrachteten Klasse existiert 
fast überall das Integral 


Fa Kor) —-/e@—HR „ 


t 
0 


und stellt eine integrierbare Funktion dar; dasselbe gilt vom Integral: 


[fo +) + FO — 1) — 2)? „ 
t 





0 


Über die Funktionen g(t) und y(t) wollen wir noch den folgenden Satz ?) 
beweisen. 

Satz V. Gehört f(#) der von uns betrachteten Klasse an, so gelten die Be- 
ziehungen: 


(18) "lim 1g > ot) = 0, lim lg 1 y(t) =. 
t>0 t t>0 t 


Beweis: Wir setzen 

(19) a, = a,/lgx, Bx = b, Vigx; 
dann ist die Reihe Z(a? + 8?) konvergent, und man kann zu jedem e ein » so 
finden, daß | 


= Z(d+ß)<e. 


x=y+1 


Nun ist nach (17) und (19) 


1 1 0, Sin? xt 
En S 2 em 
I, van EHE) 
oe 5 
Ang Z+Anlg, 2, +Anlg;, 2 =M+M;+M,. 
y- r +1 


1) @. Fubini, Sugli integrali multipli. Rend. d. R. Acc, dei Lincei (5) 16, I. (1907). 
2) Wie aus dem Beweise ersichtlich ist, kann man den Satz V folgendermaßen verallgemeinern: 


Ist für die Fourierreihe von f(6) & (a? + 0°) a#(x) konvergent und wächst «u (n) monoton ins unend- 
2 4 
liche, so daß noch ren, (bzw. Se wenn man nur y(f) betrachtet ) von einer gewissen Stelle 


(n)' 
an monoton ins unendliche wächst, so gelten lim u (+) y(t)=0, limu (+) y(t) =0. Unter 
t>0 t t>0 t 


einschränkenderen Voraussetzungen für «(n) lassen sich auch die Sätze III u. IV entsprechend ver- 
allgemeinern. 
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Es gibt dann zunächst ein ö,, so daß für t<ö6, 

(21) M=Anlg -E<Ane 
‚LJ 


M,<4ntlg - 2 


=y-+1 


+) br. M 
(a, er u er u 5 


In M, führen wir partielle Summation aus: 


1 Ir x=y+1 lgx 
2 ‘ er ser 
0,(» + 1)? „es (W + 1)? 6 „2 y ei [+] U. j Lt 
lg(v» +1) x=,+1 \Ig(x +1) I1gr’ 1 En.’ 
le | Ie t 

















112 
a € 
(22) M,<Ant?lg 2: T1T <8ne 
Ig EB 
also mit e beliebig klein. 
Anlg— -o.,- 
2 2 t -iı 
(23) M,<Anlg i rt 32 


lee li] 9) 


Mit (20), (21), (22) und (23) ist die erste der Beziehungen (18) bewiesen. Für 
die zweite verläuft der Beweis ganz analog. 
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Von der Umkehrung eines einzelnen Abelschen Integrals. 


Von Bernhard von Ludwig in Berlin. 


Es ıst bisher noch nicht gelungen, das vollständige System der voneinander 
unabhängigen, notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu bestimmen, unter 
denen der allgemeine Ansatz 


(2.42) 
(1) Er} /R (x, y) dx d=132...n) 
(e.,d,) 


ım bekannten Sinne eindeutig umkehrbar wird, wenn die Anzahl n der von einander 
Iinear unabhängigen rationalen Funktionen A;(z,y) von x und von der algebraischen 
Funktion y von x beliebig ist. So hat z. B. die Frage noch keine Beantwortung ge- 
funden, ob, wenn p das Geschlecht der betreffenden Riemannschen Fläche bedeutet. 
unter den A,(x,y) die sämtlichen p linear unabhängigen Integranden 1. Gattung, 
sei es explicite, sei es implicite (d. h. linear und homogen durch die A;(x, y) aus- 
drückbar) vorkommen müssen. In früheren Arbeiten habe ich diverse Beiträge 
zur Aufstellung der genannten Bedingungen geliefert und unter anderem gezeigt. 
daß der obige Ansatz nur dann eindeutig umkehrbar sein kann, wenn n = p, oder 


wenn b+p—1lZzn=-_ +p ist, je nachdem das „Polygon“ 3, zu welchem 


2 
die Integranden AR, ‚gehören‘, einen Grad 5b = 0, oder 5b + 0 besitzt, und dab 
andererseits diese eindeutige Umkehrbarkeit auch immer wirklich besteht, wenn 
n seinen Maximalwert b + p — 1 (resp. p) hat!) (Math. Ann. 77 (1916), S. 369 
und J. f. Math. 154 (1924), S. 50 ff.). Ist nun aber auch hieraus zu schließen, dal 
n ın den Fällen 5 = 0,2,3 bzw. die Werte p,p + 1,p + 2 haben, also die #, 
nach dem Riemann-Rochschen Satze ein vollständiges System linear unabhängiger 
Integranden bilden müssen, die zum Polygon B ‚‚gehören‘“‘, so ist eben nur für 
die drei niedrigsten Werte von b (der Wert b = 1 bleibt bekanntlich ausgeschlossen ) 


'!) Daß die letzgenannte hinreichende Bedingung der eindeutigen Umkehrbarkeit durchaus 
keine notwendige ist, wird allein schon durch das sogenannte erweiterte Umkehrproblem von 
Olebsch und Gordan bewiesen, welches eindeutig lösbar ist, obwohl hief n, anstatt gleich b+p—! 


” 4 b * 
zu sein, nur den Wert — +p besitzt. 





Is. 


ler 
ter 
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das Auftreten der sämtlichen p Integranden 1. Gattung als ein notwendiges hiermit 
dargetan; daß aber die gleiche Notwendigkeit auch für andere Werte von b besteht, 
dafür ist ein Beweis bisher noch nicht bekannt geworden. 

Mit den allereinfachsten Mitteln dagegen, (zu denen z. B. die sonst meist 
verwendete konforme Abbildung der Aiemannschen Fläche durch Abelsche Inte- 
grale doch gewiß nicht zu zählen ist!), läßt sich der Fall n = 1, mit dem wir 
uns hier hauptsächlich beschäftigen wollen, völlig erschöpfend behandeln: 

Wir nehmen also an, es sei ein einzelnes Abelsches Integral durch die 
Gleichung 


my) 
(I1) „——_ / R(x,y) dx 
(e,d) 
definiert, wobei (c, d) eine fest gegebene, (x, y) eine varıable Stelle der für y als 
einer algebraischen Funktion von x konstruierten Aiemannschen Fläche bedeuten, 
und fragen, unter welchen Bedingungen diese Gleichung eindeutig umkehrbar 
wird, derart, daß durch jeden nicht singulären Wert von v eine und nur eine Stelle 
(x,y) als obere Integrationsgrenze bei passender Wahl des Integrationsweges 
bestimmt wird, indem sich hierbei x und y als eindeutige Funktionen der unab- 
hängigen Variablen v» ergeben. 

Bekanntlich kann man in der Terminologie von Dedekind und IWWVeber die 
ratıonale Funktion A (x, y) von x und y als Quotient von „Polygonen‘‘, d. h. von 
Aggregaten mehrerer Stellen der Riemannschen Fläche symbolisch in der Form 

D-® 
R= WR 
Nullstellen von A und U als ‚„‚Untereck‘‘ von /t das System aller Unendlichkeits- 
stellen von R in der Weise bilden, daß die betreffenden Stellen genau so oft in 
OÖ resp. U enthalten sind, wie die Ordnungszahlen des Null- oder Unendlichwerdens 
von R an diesen Stellen angeben, und wenn ® ein beliebiges Polygon bedeutet. 
Der Sinn der symbolischen Gleichung ist dann der, daß die Ordnungszahl der 
Entwicklung von AR an einer beliebigen Stelle (x, y) übereinstimmen muß mit der 
Differenz m — n, falls (x, y) in dem als Komplex von O und ® gebildeten Polygon 
O.-® genau m-mal und in dem analog gebildeten Polygon U.’B genau n-mal 
enthalten ist. Offenbar läßt sich durch geeignete Wahl von ® die Gleichung für 
R auch auf dıe Form 


darstellen, wenn OÖ als „Obereck‘' von A = R (x, y) das System aller 


AU,.U, 
(1) R= 3.3, 
bringen, wo U, als Untereck von x das System der unendlich fernen Punkte der 
Riemannschen Fläche bedeutet, während das ‚Verzweigungspolygon‘ 3, alle Ver- 
zweigungspunkte, und zwar jeden so oft enthält wie die Ordnung der betreflenden 
Verzweigung angibt. * Die Gleichungsform (1) hat aber, wie aus der Theorie der 


Abelschen Integrale bekannt ist, für das gegebene Integral / R (x, y) de noch 


die besondere Bedeutung, daß in allen birationalen Transformationen von den 
für beliebige unabhängige Variable definierbaren Polygonen nur U, und 3, sich 


ändern, während die Polygone X und ® beim Übergang zum neuen Integranden 
(* 











28 v. Ludwig, Umkehrung eines einzelnen Abelschen Integrals. 


völlig ungeändert bleiben. Da nun bekanntlich durch birationale Transformationen, 
welche ja für die Frage nach der eindeutigen Umkehrbarkeit von (II) offenbar 
völlig belanglos sind, stets bewirkt werden kann, daß U, und 3, weder miteinander 
noch mit den festen Polygonen W, 8 eine Stelle gemein haben, so dürfen wir ohne 
jede Beschränkung der Allgemeinheit — und dies soll im folgenden stets ge- 
schehen — voraussetzen, daß in (1) nicht nur X und 8, sondern überhaupt je 
zwei der vier Polygone 9,3, U,, 3, ‚relativ prim‘‘ zueinander sind. 

Wenn nun 3 die Stellen (2,4) = (a, ß.) je n.(e =1,2,...!) mal ent- 
hält, was durch die symbolische Gleichung 


(2) B = (a1, Pr) (a Ba)” (a, Bi)" 
ausgedrückt werden möge, und woraus sich also für den ‚„Grad‘‘ 5b von ® der Wert 
(3) b=n, tn -+'''n 


ergibt, so sind dies bekanntlich die einzigen Stellen, an denen das durch (II) 
definierte Integral v unendlich wird, und zwar genau (n, — 1)‘ Ordnung 
(o =1,2,.../!), resp. rein logarithmisch, falls n, = 1 ist, eine Tatsache, die wir 
durch die kurze Redewendung ausdrücken wollen, daß der Integrand A (x, y) 
von (II) zu dem durch (2) definierten Polygon ® „‚gehört‘“. 

Ist andererseits (z,y) = (a, ß) irgendeine im Polygon X auftretende Stelle, 
so ergibt sich aus unseren Bemerkungen in ihrer Umgebung für R eine Entwick- 
lung von der Form 

Ray)=,@—o'+e,@—at'+..--, 
worin k eine positive ganze Zahl bedeutet, während von den Koeffizienten c der 
erste als von Null verschieden anzunehmen ist. Da hier somit logarithmische 
Bestandteile bei der Integration nicht auftreten können, so erhalten wir an der 
Stelle (a, $#) für das Integral v die Darstellung 
BP A Bien) u 

worin sich C, nachdem man über den Integrationsweg bis in die Umgebung von 
(a, 8) in irgendeiner Weise verfügt hat, als wohlbestimmte Integrationskonstante 

Ck 
k+ 
(von Weierstraß), daß sich x in der Umgebung von v=C und z=a als (k+1)- 
deutige Funktion von v verhält !); es muß also, damit (II) eindeutig umkehrbar 





ergibt. Wegen jF° folgt aber hieraus nach einem bekannten Theorem 


ı) Dies ist auch durch beiderseitige Wurzelausziehung nach dem binomischen Lehrsatze: 
1 1 


——— C c — 
e-OFFi-@- | +75 (<&—.) + Tee) +pa@—a)+..-- 


eicht zu erkennen; denn da hierin für den ersten Koeffizienten g, einer der k +1 von Null ver- 
PR. A I 
jr zu setzen ist, so ergibt sich nach dem gewöhnlichen Satze 





c 
’ k k 
schiedenen Wurzelwerte | 


k+1 
über die Inversion von Potenzreihen für unabhängige Werte von v— C von hinlänglich kleinen ab- 
| 1 2 


soluten Beträgen sofort die Umkehrung <a = es, w—- O*t!+e,w— O*t!+...., wobei 


* 1 “ 
wiederum e, = . #0 ist. 
1 











is 
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ist, k= 0 sein, und als eine notwendige Bedingung der eindeutigen Umkehrbarkeit 
von (II) ergibt sich somit, daß sich Gleichung (1) auf 


‚_W%.U, 

(4) R= 8-3, 
reduzieren und demgemäß b+2p —2=(0 sein muß, wie man, da Nenner und 
Zähler in (4) den gleichen Grad besitzen, nach elementaren Beziehungen aus der 
Theorie der algebraischen Funktionen unmittelbar erkennt. 

Es kann also das durch (II) definierte Integral » nur dann eindeutig um- 
kehrbar sein, wenn entweder der Fall 

I, wp=1,b = ist, oder der Fall 

II, wp=0,b=2 ist, 
vorliegt; und es bleibt nur noch zu untersuchen, ob diese notwendige Bedingung 
für die eindeutige Umkehrbarkeit auch eine hinreichende ist. 

Daß dies für den Fallp=1,5b =, d.h. für ein Integral 1. Gattung vom 
Geschlechte 1 zutreffen muß, wird in der Regel mit Hilfe von Thetafunktionen 
umständlich bewiesen. Ein anderer Beweis, welcher wenigstens in bezug auf Kürze 
und Einfachheit nicht mehr zu überbieten sein dürfte, ist der folgende: 

Aus den soeben erwähnten elementaren Beziehungen folgt direkt aus (1), 
daß für die Gradzahl a des Polygons W stets die Gleichung a =b +2 (p —1) 
besteht, und daß daher (1) hier wegen p=1,b=0 in 
L.U, 


übergeht. Gäbe es nun noch eine von (x, y) verschiedene Stelle (x’, y’), welche 
die Gleichung (II) ebenfalls befriedigt, so könnte sich, wie sofort zu sehen, das 
(«’,y’) 


Integral [ R(x, y)dxz von Null nur um ganzzahlige Vielfache der beiden Periodi- 


(5) R= 





(z,Y) 
zitätsmoduln unterscheiden, woraus nach der bekannten Umkehrung des Abelschen 


Theorems, weil hier p =1 ist, auf die Existenz einer rationalen Funktion @ (x, y) 
von x und y zu schließen wäre, welche nur an der Stelle (x’, y’) verschwindet und 
nur an der Stelle (x,y) unendlich groß wird, und zwar je 1. Ordnung. Offenbar 
kann es aber des Residuensatzes wegen eine solche Funktion hier überhaupt nicht 
geben (denn sonst existierte eine algebraische Funktion S(z, y) = 9 (x, y).. R(x, y) 
von x, welche, wie aus (5) unmittelbar folgt, in der ganzen Riemannschen Fläche genau 
eine einzige Residualstelle besäße), und wir sehen daher, daß durch (Il) im Falle 
p=1,b=0 x und y für alle endlichen v-Werte, denen überhaupt Stellen der 
Riemannschen Fläche entsprechen, als schlechthin eindeutige und selbstverständlich 
auch doppelt periodische Funktionen von v definiert werden. 

Andrerseits ergibt sich für (II) in der Umgebung einer ganz beliebigen Stelle 
(&g, Yo) der Riemannschen Fläche wegen (5), wie leicht ersichtlich, stets eine Ent- 
wicklung 

(6) v—ny=Cıl-+ Col? 
worin c, unter allen Umständen von Null verschieden ist. Dabei bedeutet », den 
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(2 Yo) 
Wert des Integrals ; R(x,y) dx in einem beliebig gewählten Periodenparallelo- 


(ce, d) 
1 


; ’ - 1 
gramm, und für t ist (x — x,)* oder am setzen, je nachdem (z,, 4) eine 


Stelle im Endlichen von der eventuell verschwindenden Ordnungszahl u — | 
der Verzweigunz ist, oder im Unendlichen liegt, wo ja, wie wir voraussetzen 
durften, keine Verzweigung stattfindet. Wegen c, #0 folgt nun hieraus als 
Umkehrung eine Darstellung von der Form 


(7) teyb— rer - 

mit wohlbestimmtem Konvergenzkreis Ä, dessen Radius stets von Null ver- 
schieden ist, wie sich aus dem Satz über die Umkehrung von Potenzreihen un- 
mittelbar ergibt. Hierbei sind die Konstanten y,, 3, - -. eindeutig durch 
die Koeffizienten c,,c,,... von (6) bestimmt, die ja ihrerseits, wie bekannt, 
lediglich von der betreffenden Entwicklung von R(z,y) abhängen, von dem ge- 
wählten v, aber ganz unabhängig sind. Folglich gilt auch die Entwicklung (7) 
für jedes Periodenparallelogramm, d. h. sie bleibt völlig ungeändert, wenn man 
bei der Wahl von v, zu einer kongruenten Stelle eines anderen Periodenparallelo- 
gramms übergeht. 


1 
Da nun jedenfalls für y oder für ” an der Stelle (x,, 49) eine nach ganzen 
positiven Potenzen von ? fortschreitende Entwicklung existiert, so folgt aus (7). 


1 1 
daß nicht nur x oder 224 sondern auch y oder = an der Stelle v =», den 


« 


Charakter einer ganzen Funktion von v haben, daß also x und y an jeder im 
Endlichen gelegenen Stelle v = rv,, an der sie als Funktionen von v überhaupt exı- 
stieren, den Charakter einer rationalen Funktion dieses Arguments besitzen müssen. 


Es bleibt also nur noch übrig, die durchgängige Existenz dieser Funktionen 
zu beweisen, was sich sehr einfach in folgender Weise erledigen läßt: 

In jedem Periodenparallelogramm seien die in endlicher Anzahl vorhandenen 
Stellen v=vW(A=1,2,...) markiert, welche sich aus (II), da wir es gegen- 
wärtig mit einem Integral 1. Gattung zu tun haben, für alle im Polygon ll, ent- 
haltenen unendlich fernen Punkte der Riemannschen Fläche ergeben. Die Kon- 
vergenzkreise Ä, der zugehörigen Entwicklungen (7) denken wir uns konstruiert 
und dann noch jeden derselben konzentrisch beliebig so weit verkleinert, daß sich 
die Kreise gegenseitig völlıg ausschließen, was, weil die Umkehrung von (II) nach 
unserer jetzigen Voraussetzung, wie wir sahen, für endliche Werte von v nicht 
mehrdeutig sein kann, die v{ also alle voneinander verschieden sein müssen, 
stets möglich ist. 

Der ın jedem Blatt der Riemannschen Fläche um den Nullpunkt geschlagene 
große Kreis O,, dessen Äußeres die durch die zugehörige Entwicklung (6) be- 
stimmte Umgebung des betreffenden unendlich fernen Punktes darstellt, läßt 


sich dann wegen Stetigkeit dieser für . =t=( verschwindenden Potenzreihe 
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(6) offenbar noch derart vergrößern, daß die Gleichung (6) für alle außerhalb 
des Kreises gelegenen Stellen (x, y) nur solche Werte von » ergibt, welche in den 
entsprechenden, verkleinerten Kreisen X, liegen. Das /nnere und die Peripherie 
jedes der so vergrößerten Kreise 0, betrachten wir dann als ein gleichfalls mit 
0; bezeichnetes endliches Gebiet der Riemannschen Fläche, welches mit dem 
außerhalb und auf der Peripherie der Kreise X; sich erstreckenden Teile V’ der 
komplexen v-Ebene offenbar in der Beziehung steht, daß alle Stellen (x, y) der 
Riemannschen Fläche, für welche die vermöge (Il) ihnen entsprechenden v-Werte 
in V’ liegen, notwendig den Gebieten O, angehören müssen. 


Ist nun (z,y) = (%,, Yo) eine ganz beliebige, im: Inneren oder auf der Be- 
grenzung der Gebiete O; gelegene Stelle, so gilt dort für x, wie sich durch das Er- 
heben der betreffenden Gleichung (7) in die w-te Potenz unmittelbar ergibt, stets 
eine Darstellung von der Form 


(8) z=%+ 9ı(0 — u) + Yal! — v0) 
deren Konvergenzkreis C einen sicher von Null verschiedenen Radius r besitzt. 
Dabei lassen sich die Koeffizienten y,, Y3, - - .. von denen die « — 1 ersten natür- 
lich verschwinden müssen, aus den y,, Ya, - .. In einfachster Weise berechnen. 
Es spielen also auch die wirklichen Verzweigungsstellen der Riemannschen Fläche 
(# > 1) hier gar keine für uns wesentliche Rolle mehr. 


Offenbar kann man den Radius r des Konvergenzkreises von (8), da er 
nach unseren früheren Ausführungen nur von (24, 4.) abhängt, von dem für », 
gewählten Periodenparallelogramm aber unabhängig ist, in dem betrefjenden Ge- 
biete O, als eindeutige Funktion 7 (£,, £’,) der reellen Koordinaten der komplexen 
Zahl x, = &, + TE, betrachten; solange indessen kein exakter Beweis dafür vor- 
liegt, daß diese Funktion auch überall als eine stetige zu gelten hat, ist es völlig 
unzulässig, die Existenz eines Minimums aller dieser Werte von r (£,, &,) zu be- 
haupten, welches dann ja natürlich von Null verschieden sein müßte. Wohl 
aber existiert für diese Größen in dem betreffenden O;, und folglich auch in der 
Gesamtheit dieser endlichen Gebiete bekanntlich unter allen Umständen eine 
„untere Grenze‘ u (in der Terminologie von Weierstraß), und daß auch diese 
nicht verschwindet, muß nun erst sorgfältig bewiesen werden: 

Nach dem bekannten Weierstrassschen Satze gibt es im Inneren der Gebiete 
0, oder auf ihrer Begrenzung mindestens eine Stelle (24, 40) = (X, Yo), deren 
zugehöriges r mit r bezeichnet sein möge, von der Beschaflenheit, daß für alle 
Stellen (x,, 4.) innerhalb einer beliebig kleinen, den Gebieten O, angehörigen Um- 
gebung U von (X, 40) die untere Grenze der zugehörigen r ebenfalls den Wert u 
besitzt. Für U wählen wir eine um (x,, 40) herum abgegrenzte Kreisfläche (bzw. 
kreisförmige Windungsfläche), insoweit sie innerhalb der Gebiete O; liegt, welche 
so klein ist, daß für alle in ihrem Inneren und auf ihrer Begrenzung gelegenen 
Stellen (x,, 4.) der absolute Betrag |», — v, | der an der Stelle (x, 40) geltenden 
Potenzentwicklung (6), die ja hier für x = x, die Form 


Yu =cr li — U)” + Cala — To) 
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r 
2 
keit dieser für x, = x, verschwindenden Potenzreihe ergibt sich dabei der Radius 
von U sicher als eine von Null verschiedene Größe. Es genügen dann nicht 
nur alle diese (x,,%,), wenn wir unter v,,®, die entsprechenden v-Werte ver- 
stehen, für x= x, und v =v, der nach dem Schema (8) für die Stelle (x,, %,) 
zu bildenden Umkehrungsgleichung 


(9) = + yo) tw + 
deren Konvergenzkreis € ja den Radius r besitzt, sondern es können die eigenen 
Umkehrungsgleichungen (8) dieser Stellen (x,, 4,) nach dem Taylorschen Satze 
auch direkt aus (9) abgeleitet werden, so daß ihre, um die zugehörigen Stellen 


v = v, beschriebenen Konvergenzkreise C mindestens bis an die Peripherie von 


C heranreichen, also notwendig je einen Radıus r > 5 besitzen müssen, denn 


annimmt, höchstens den von Null verschiedenen Wert — besitzt. Wegen der Stetig- 


r h h r 
7 kann »v, nicht um weniger als um „ von der Peripherie 


des um v, beschriebenen Kreises C entfernt sein. Folglich muß nach dem Weier- 


MB 
wegen | —W|S 


r h . 
straßschen Satze auch u>-., also sicher eine von Null verschiedene positive 


Größe sein. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Frage, ob x und y als 
Funktionen von v überall existieren, oder, mit anderen Worten, ob jedem beliebigen 
Werte von v eine die Gleichung (II) befriedigende Stelle (x, y) der Riemannschen 
Fläche wirklich korrespondiert, in dem jetzt betrachteten Falle p=1,b =0 
sofort vollständig zu beantworten: Ist v ein beliebiger endlicher Wert, so liegt 
er entweder in einem der von uns konstruierten Kreise X, (4 =1,2,...) oder 
im Restgebiet V’ der komplexen v-Ebene. Im ersten Falle ist die Existenz der 
Funktionen x und y an der Stelle » durch die für den betreffenden Kreis geltende 
Entwicklung (7), die sich ja hier als Umkehrung von (6) auf die Umgebung 
einer ganz bestimmten Stelle des Polygons U, bezieht, unmittelbar gesichert. 
Im zweiten Falle dagegen sind die folgenden beiden Tatsachen von entscheidender 
Bedeutung: 


1. Es gibt auch in V’ Stellen v» = v,, in denen x und y als Funktionen von 
v existieren. (Da wir uns die Kreise X, willkürlich verkleinert denken konnten, 
so steht es uns jederzeit frei, den Bereich V’ durch Ringgebiete, in denen diese 
Funktionen existieren, zu erweitern.) 


2. An keiner in V’ gelegenen Stelle v» = v,, welcher ein bestimmter Punkt 
(2, Y) = (%g, Yo) der Riemannschen Fläche wirklich entspricht, kann der Kon- 
vergenzradius der zugehörigen Entwicklung (8) unter den von v, ganz unab- 
hängigen, von Null verschiedenen, festen, positiven Betrag u herabsinken, (denn da 
v, in V’ liegt, muß der korrespondierende Punkt (x,, 4,), wie wir sahen, notwendig 
einem der Gebiete O, angehören usw.). 

Hiernach ist klar, daß man von irgendeiner der ad 1. genannten Stellen 
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= v, ausgehend jede in V’ gelegene, willkürlich vorgeschriebene Stelle v von end- 
lichem Wert unter allen Umständen bei der analytischen Fortsetzung der Funktion 
x auf Grund der betreffenden Entwicklungen (8) wirklich erreichen, also dem 
Existenzbereiche dieser Funktion einverleiben kann. Dem Fortsetzungswege, 
der von v, bis v führt, entspricht dabei eine ganz bestimmte, von der betreflen- 
den Stelle (x), 4%) ausgehende Bahn von x in der Riemannschen Fläche, wodurch 
auch die zugehörigen y-Werte sofort mitbestimmt werden. 

Unseren obigen Resultaten gemäß müssen daher x und y eindeutige, doppelt- 
periodische Funktionen von v sein, welche im Endlichen überall den Charakter 
einer rationalen Funktion besitzen und daher, wie bekannt, als Quotienten ganzer 
transzendenter Funktionen allgemeingültig darstellbar sind. 

In bezug auf den Fall p = 1, b = 0 haben wir also für unsere Umkehrungs- 
funktionen, wenn wir hierunter alle rationalen Verbindungen von x und , verstehen, 
die die elliptischen Funktionen charakterisierenden Fundamentaleigenschaften, 
ohne, wie üblich, die Theorie der Differentialgleichungen, oder die der konformen 
Abbildung, oder gar die der Thetafunktionen irgendwie zu benutzen, auf ganz 
direktem Wege höchst einfach hiermit sämtlich nachgewiesen. 

Was nun den Fall Il, wo p=0, b=2 ist, anbelangt, so läßt sich be- 
kanntlich bei verschwindendem p die Riemannsche Fläche durch birationale Trans- 
formationen auf die gewöhnliche komplexe Ebene reduzieren, so daß R(x,y) =R(x) 
d. h. als eine rationale Funktion von x allein angenommen werden kann, wobei 
die symbolische Gleichung (1) in 
übergehen muß, denn bei fortfallendem 3, kann hier wegen b = 2 offenbar auch 
das Zählerpolygon WV nicht auftreten. Auch hier kann ® als relativ prim zu U, 
angenommen werden, denn, sollte bei der angewandten birationalen Transformation 
etwa eine Stelle von 8 ins Unendliche gerückt sein, so läßt sich dies durch eine 
weitere linear gebrochene Substitution für x leicht wieder rückgängig machen. 

Da hier 5b =2 ist, so sind als einzige Unendlichkeitsstellen der rationalen 
Funktion R(x) im Polygon B zwei von einander verschiedene Stellen x = a,, a, 
je einmal, oder nur eine Stelle x = a zweimal enthalten. In dem einen oder 
anderen Falle müssen also hinsichtlich dieser im Endlichen gelegenen Stellen 
für R(x) Entwickelungen von der Art 





| R@o=,_. +he-a) 
Re)=,_. tBa-M), 
oder von der Art R(x) = er + P(@ — a) bestehen, worin ®, Pı, Pr ge- 


wöhnliche Potenzreihen und a einen konstanten Koeffizienten bedeuten. Nach den 
Elementen der Funktionentheorie kann sich daher R(x) im ersten Falle von der 


Funktion a 2 RE. ), im zweiten Falle von der Funktion .. 
x — 4, % — 0b (x — a)” 


Journal für Mathematik Bd. 155. Heft 1. 4) 




















24 v. Ludwig, Umkehrung eines einzelnen Abelschen Integrals. 


nur durch eine additive Konstante unterschieden, und diese Konstante muß ver- 
schwinden, da ja A (x) wegen (10) für x = » von der zweiten Ordnung Null wird. 
Unser Integral (Il) geht also hier über in 








" ” a a c—a 
o= / Rie)de= / (— - — — _)dr = alog a aloe, 
. « 2 — a, XL — (Ga X — Go c—a, 
[4 C 
resp. in 
x 
a 
„= ——— dr = - — —— 
’ (2 — a) e— a” e—a’ 
[4 
woraus sich sofort die eindeutigen Umkehrungen 
. ® 
a 
LIE — H)e — nic a a 
=? name. ı ( 2) resp. 2 = a — —— ———— ergeben. 
E4 a 
(e — a,)e — (c— @,) ve 


Mit Rücksicht darauf, daß der zuerst behandelte Fall p =1,b = 0 bekannt- 
lich die hinreichende und notwendige Bedingung dafür bildet, daß sich das be- 
treffende Integral birational in ein elliptisches Integral 1. Gattung transformieren 
läßt, können wir also das Resultat unserer Betrachtungen wie folgt formulieren: 

Ein einzelnes Abelsches Integral ist dann und nur dann in dem angegebenen 
Sinne eindeutig umkehrbar, wenn es sich, je nachdem es von der A“, 2ien oder 
3en Gattung ist, durch eine birationale PIE auf ein age Integral 
1. Gattung, oder auf die rationale Funktion [oo ( de = — + konst., 


—.a)? 2 — a 








oder auf den Logarithmus f: (— — — + konst. redu- 
Be 


— dh E—% 
zieren läßt, wobei a, a, a,, a, beliebige konstante Werte bedeuten, unter denen die 
beiden letzten voneinander verschieden sind. 

Um zu zeigen, mit wie einfachen Mitteln sich der Fall n =1 vollständig 
erledigen läßt, habe ich hier von den, in der Einleitung zum Teil angegebenen 
Hauptresultaten meiner früheren allgemeinen Untersuchungen gar keinen Ge- 
brauch gemacht. Daß es aber unter Benutzung dieser Resultate nicht schwer ist, 
auch für höhere Werte von n zu wesentlich neuen Ergebnissen zu gelangen, soll nun 
durch einige Andeutungen über den Falln =2 zum Schluß noch erläutert werden: 


Wir betrachten also jetzt das Gleichungssystem 





(7, %ı) (24, %3) 
Ems # R, (z, y) dı + $ R, (7, y) dı 
(e,,dı) (e2.d,) 
(ll) (2, Yı) (23, Y.) 
0»= / Retay)da+ [ Relay)de, 
(e,:d,) (ey, d,) 


wobei wie im allgemeinen Falle die unteren Integrationsgrenzen willkürlich aber 
fest gegebene, die oberen dagegen unbegrenzt veränderliche Stellen der Riemann- 
schen Fläche bedeuten sollen unter der Voraussetzung, daß die zwischen den- 
selben Grenzen genommenen Integrationswege übereinstimmen müssen, im 
übrigen aber beliebig sind. Wie bekannt, ist dann die eindeutige Umkehr- 





rd. 
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barkeit durch die Forderung zu definieren, daß zu jedem Wertepaar v,, vg, Wo- 
fern nur diese Größen wirklich unabhängig voneinander gewählt sind, ein und 
nur ein System von Stellen (x,%) = (&1, 91), (&, 73) gehören soll, mit denen die 
Stellen (2%, %ı), (&g, Y) in irgendeiner Reihenfolge übereinstimmen müssen, um 
die Relationen (III) bei geeigneter Verfügung über die Integrationswege zu er- 
füllen. Wir denken uns dann in analoger Weise, wie oben dargelegt, die 
Gleichungen 

A, e U, E U, 
(11) R=g,n 
hergeleitet, durch welche die rationalen Funktionen AR, = R;(x, y) symbolisch 
als Polygonquotienten dargestellt werden, wobei für das Polygon ®, zu dem die 
R, gemäß (11) „gehören‘‘, und für dessen Grad 5b wiederum die Gleichungen (2) 
und (3) gelten mögen. Beim Vergleich mit dem vorigen Falle n = 1 ist hier nur 
der Unterschied zu beachten, daß wir in Anbetracht des gemeinsamen Nenners 
in (11) die Polygonpaare W,, B und W,, ® nicht mehr als relativ prim ansehen, 
sondern nur voraussetzen können, daß W,, W,, B keinen „gemeinsamen Teiler‘ 
haben, und daß demgemäß für jede Stelle (a,, f,)(o=1,2,...!) von B wenig- 


stens eins der beiden Integrale [R (2, y) de, [R, (2, y) dx (n, — 1)‘ Ordnung 





(resp. rein logarithmisch) unendlich wird, während das andere dort auch von 
niedrigerer Ordnung unendlich werden, oder gar endlich bleiben darf. 


Da nun im allgemeinen Fall des Ansatzes (I) stets n > - + p sein muß, 


damit die eindeutige Umkehrbarkeit nicht von vornherein ausgeschlossen ist 
(Math. Ann. 77 (1916), S. 369), so ergibt sich hier wegen n=2 die Zahl 4 
als Maximalwert für 5, und diese Größe darf demgemäß hier nur einen der vier 
Werte b=0,2,3,4 besitzen. In den drei ersten Fällen müssen, wie in der Ein- 
leitung bereits ausgeführt, R,, R, ein vollständiges System linear unabhängiger 
Integranden bilden, die zum Polygon B ‚‚gehören‘‘, woraus sich nach dem Riemann- 
p,b=V0 


b+p—1,b=2,3 ergibt, während 


Rochschen Satze die Bedingung n =2 = 


für b=4 die Relatiin n > : + p sich hier offenbar auf die Gleichung 


Jjen= - +p=2+p reduzieren muß. Wir sind also jetzt schon zu dem 


Ergebnis gelangt, daß mit der eindeutigen Umkehrbarkeit von (III) nur die 
folgenden vier Fälle verträglich sind: 


, b=0(0, p= 
ll. 5b=2, >= 
Il. 5b=3, = (0 


IV. b=4 p=0 
Im ersten Falle kann die Riemannsche Fläche wegen p = 2 bekanntlich stets 
als eine hyperelliptische, im zweiten (p =1) als eine elliptische vorausgesetzt 
werden, während sie in den beiden letzten Fällen (p = 0) sich auf die gewöhnliche 


h* 
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komplexe Ebene reduzieren läßt. Nach dem ARiemann-Rochschen Satze besteht 
jedes vollständige System von Integranden, die zum Polygon ® „gehören“, in den 
ersten drei Fällen aus je 2 Integranden g,, %,, im vierten dagegen aus 3 Inte- 
granden %,, %s, %z. Im ersten Falle hat man für 9,, 9 zwei linear unabhängige 
hyperelliptische Integrale 1. Gattung des Geschlechts p = 2 zu wählen; im zweiten 
Falle kann für 9, der Integrand des elliptischen Integrals 1. Gattung und für 9, 
je nachdem 8 von der Form B = (a, ß)?, oder von der Form B = (a,, 1) (4a, Ps) 
ist, der Integrand des elliptischen Normalintegrals 2. Gattung, das die einfache 
Unendlichkeitsstelle (a, $) besitzt, oder der Integrand des elliptischen Normal- 
integrals 3. Gattung mit den Unendlichkeitsstellen (a,, 1), (4, Ps) gewählt 
werden. Wie endlich 9, und 9,, resp. %,, %g, Y; im dritten und vierten Falle 
bestimmt werden können, ergibt sich unmittelbar durch Spezialisierung der all- 
gemeinen Tatsache, daß, wenn p = ist, die 5 —1 rationalen Funktionen 
Be (® „5 50 TURRRRRRE 
(2 — a,)’? \Qu=2,3,...n9 
dem Riemann-Rochschen Satze gemäß ein vollständiges System linear unabhängiger 
Integranden bilden, die zu dem durch Gleichung (2) definierten Polygon 3 „ge- 
hören‘, (da sie nämlich teils in ihren Unendlichkeitsstellen von einander abweichen, 
teils an der gleichen Stelle verschieden hohe Ordnungen des Unendlichwerdens 
aufweisen, müssen sie linear unabhängig von einander sein, denn jede wirkliche 
Linearverbindung derselben muß mindestens eine Unendlichkeitsstelle haben, weil 
ja ein gegenseitiges Sichaufheben der unendlich großen Bestandteile nach dem 
eben Gesagten ausgeschlossen ist). 
Aus obigen Darlegungen folgt dann für die Integranden A, =R,(x,y) (A =1,2) 
des Ansatzes (Ill), daß in den ersten 3 Fällen Gleichungen von der Form 


| R, = a Pı + Gıa Pa 
R, = Gy Pı + Ga 93, 
im vierten Falle dagegen Gleichungen von der Form 


| Rı=BuYıt Pıa Ya + Pıs Ya 

| R, = Pa Yı + Pa2 Ya + Pas Ys 
bestehen müssen, worin die « und ß konstante Koeffizienten bedeuten, während 
die g und y in allen Fällen in der angegebenen Weise bestimmt werden können. 
Aus einem früher von mir bewiesenen, allgemeinen Satze (J.f. Math. 154 
(1924), S. 50ff. und Math. Ann. 77 (1916), S. 386ff.) ergibt sich sofort, daß in 
den ersten 3 Fällen die eindeutige Umkehrbarkeit von (III) auch wirklich gesichert 
ist, wenn die Koeffizienten a beliebig gewählt werden, wofern nur die Determinante 


.l) und 


ke zu nicht verschwindet. Im vierten Falle dagegen müssen die Koeffizienten 
21 22 
Bi und Pa (A = 1,2,3) außer der selbstverständlichen Bedingung, daß sie ein- 


ander nicht proportional sein dürfen, gewissen Beziehungen genügen, die, weil hier 


der Falln = 4 +p vorliegt, gemäß $ 3 der ersten meiner vorgenannten Abhand- 


lungen (Math. Ann. 77 (1916), S. 370fl.) zu bestimmen sind. 
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Annäherung beliebiger komplexer Größen 
durch ganze Zahlen des Körpers J — 2. 


Von Dr. Paul Buchner. 
Mit 1 Tafel. 





Einleitung. 
1. Mit großem Erfolg hat Hermann Minkowski geometrische Vorstellungen 
in die Zahlentheorie eingeführt. Aus seinem tiefgreifenden Prinzip der zentrierten 
konvexen Körper ?) im Zahlgitter beweist Minkowski den Satz °®): 


In den n ganzen, homogenen Formen von n Variablen 


& = dıı Ha + dıa Lg - ET TET ._ Aın In 
&, = Aoı I u (oa 12) E- era“ z= dan In 
H-miı tFAmlet+ :--.--... + Ann In 


mit beliebigen reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Deter- 
minante A kann man den Variablen immer solche ganzzahlige Werte, die nicht 
sämtlich Null sind, geben, daß dabei 


max {lElsläls-- la Sy 


wird. Von diesem Resultat macht Minkowski zahlreiche Anwendungen auf die 
Theorie der speziellen konvexen Körper, auf das Problem der dichtesten Lagerung 
und auf die Theorie der Formen. Solchen Anwendungen sind auch wesentlich 
seine „Diophantische Approximationen‘“ ?) gewidmet. Insbesondere legt er im 
letzten Kapitel der Dioph. Approximationen seinen Untersuchungen zwei binäre 
lineare Formen 


I 


az + By 
yz+6y, : en 


SS Vs 
I 


1) Habilitationsschrift zur Erwerbung der Venia Legendi an der mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Fakultät der Universität Basel, 1924. 

2) H. Minkowski: Verh. d. 64. Naturf. u. Ärztevers. z. Halle 1891, p. 13 oder Ges. Abhandl. 
Bd. I, Nr. X, Über Geometrie der Zahlen, pg. 264. 

s) H. Minkowski: Ges. Abhandl. Bd. I, Nr. XI, Extrait d’une lettre adressee a M. Hermite, 
1893, pg. 266 oder in dem Hauptwerk: Geometrie der Zahlen, 1896, pg. 104. 

*) H. Minkowski: Dioph. Approximationen, 1907, Leipzig. Siehe auch: H. Minkowski: 
Die Geometrie der Zahlen, Verh. d. III. Intern. Math. Kongress. Heidelberg, 1904, pg. 164 odeı 
Ges. Abh. Bd. II, Nr. XX, pg. 43. 
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mit beliebigen komplexen Koeffizienten und Variablen x, y aus einem quadratischen, 
imaginären Zahlkörper zugrunde. Damit gibt Minkowski die Anregung für ein 
Formensystem mit komplexen Koeffizienten analoge Theoreme aufzustellen, wie 
für Systeme mit reellen Zahlkoeffizienten. 


2. Ergibt sich im Reellen über ein System derartiger linearer Formen ein 
einziger Satz !), so erhält man im Komplexen je’nach der Wahl des Körpers deren 
eine große Mannigfaltigkeit. Minkowski beschränkt seine Untersuchungen auf 
die Körper der dritten und vierten Einheitswurzeln, der für das vorliegende 
Problem einfachsten Körper, und erhält für diese als erstes Resultat den Satz: 


Es ist möglich, die ganzen Zahlen x, y im Körper Y—3 derart zu bestimmen, 
daß 


Bu .- 
(1) max. 8, ini] < JS va 


wird. Im Körper Y —1 kann ein Paar ganzer Zahlen x,y stets so gefunden 
werden, daß 


(2) max. | j81, Il) < 7, V 
wird. 

Im $ 1 der vorliegenden Arbeit wird allgemein nachgewiesen, daß es stets 
ganze, nicht zugleich verschwindende Zahlen x, y des Körpers / —d gibt, derart, 


daß ER 
(3) max. | 181, 1m I|<Vava 


wird, wo —d eine Diskriminante bedeutet ?). Hieraus ergeben sich die Spezial- 
fälle (2) und (3). Diese Ungleichungen erhält man durch Abschätzung des 
Volumens des konvexen Körpers 


(4) max. ll, I|nlı SM, 


wobei M den kleinsten Wert bedeutet, den die reellwertige Funktion max. { |&|, |» |} 
für ganzzahliges (x, y) + (0, 0) annimmt. Auf Grund des allgemeinen Satzes von 
Minkowski ?) über konvexe Bereiche muß das Volumen des konvexen Körpers (4), 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, kleiner als 2? sein. 


3. Da der betrachtete konvexe Körper (4) kein Polyeder ist, so können 
in den Ungleichungen (1) — (3) die Grenzwerte selbst niemals erreicht werden '), 
vielmehr läßt sich stets ein Zahlenpaar z,y so finden, daß max. {|&|,|n|} 
kleiner wird als die angeführten Grenzwerte (1) — (3). Es erhebt sich daher die 
Frage nach dem genauen Minimum dieser binären, linearen Formen, 





1) ©. Siegel: Approximationen algebr. Zahlen, Math. Zeitschr. Bd. 10, 1921, pg. 173, 

2) Für die zahlentheoretischen Sätze siehe E. Hecke: Theorie d. algebr. Zahlen, 1923. 

3) H. Minkowski: Über Geometrie d. Zahlen, Ges. Abh. Bd. I, Nr. X, 1891, p. 264, ferner 
Über Eigenschaften von ganzen Zahlen, die durch die räumliche Anschauung erschlossen sind, Ges. 
Abh. Bd. I, Nr. XI, pg. 271, 1893 oder Geometrie der Zahlen, 1896, pg. 73. 

*) H. Minkowski: Ges. Abh. Bd, I, pg. 274 oder Geometrie d. Zahlen, pg. 96. 
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Im Falle des Körpers / —3 findet Minkowski'), daß stets 
max. {|& |, |nlı< YA 


gemacht werden kann. Das Gleichheitszeichen gilt nur in denjenigen Fällen, wo 
wenigstens eine der Formen £, „ von der Gestalt 


VAlew(—gx + py) 
ist, wobei » eine beliebige reelle Größe und (p, g) ganze, teilerfremde Zahlen des 
Körpers Y — 3 bedeuten. 
Minkowski nennt es eine merkwürdige Tatsache, daß in dem Körper der 


vierten Einheitswurzel der entsprechende Satz und der darin enthaltene Grenzfall 
einen wesentlich andersartigen Charakter trägt. Er weist nach, daß es stets ganze 


Zahlen im Körper / — 1 gibt, so daß 


V2 5 
3—y3 
wird. Das Gleichheitszeichen gilt dabei nur, wenn £&, n so beschaffen sind, daß 


eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante e = + 1 oder + i existiert, 
welche die Formen (£, 7) in das Formenpaar 





PIE 5 
max. | El, nl |< | 


u / V2 l In + wi 
| IE Ver FE A eE 48 z + a En 2 y 
/ ? ‚2 | ; rn wi R 
| x 1-i9)+} 
2 n .. —1+Y3i . 
überführen, wobei j = en) netz und © eine reelle Größe bedeutet. 


4. Um weiteres Material über den allgemeinen Charakter dieser Sätze, wie 
auch den Zusammenhang der im Grenzwert auftretenden Irrationalität mit der 


Körperdiskriminante (—d) zu erhalten, habe ich den Körper Y2i eingehend 
untersucht. Damit wird ein Körper herangezogen, der bereits allgemeinere Ver- 
hältnisse aufweist; insbesondere reduziert sich die Anzahl der Einheiten, die bei 
Minkowski von wesentlicher Bedeutung ?) sind und den Beweis erheblich zu ver- 
einfachen gestatten, auf zwei. Im $ 12 wird als das Hauptresultat dieser Arbeit 


nachgewiesen, daß es im Körper Y — 2 stets ganze Zahlen x, y gibt, so daß 


max. | El, Ip! <| ar VA; 


wird. Das Gleichheitszeichen gilt dabei nur, wenn es ganzzahlige Substitutionen 
der Determinante -+ 1 gibt, welche die Formen (£, 7), abgesehen von der Reihen- 
folge, in die Formen 


ı) H. Minkowski: Diophantische Approximationen, pg. 233. 
2) H. Minkowski: Dioph. Approximationen, pg. 189. 
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überführen, worin @,, w, reelle Größen darstellen. Demnach ergeben sich als 
Grenzwerte im Körper 


K(j): ; 75” 1.0561... 


Ki) : 1 


K (Vi): % u — 1,1609 .... 


5. Ein Hauptziel der vorliegenden Untersuchung war festzustellen, wie weit 
die von Minkowski gegebene geometrische Untersuchungsmethode ausreichend 
und gangbar sei. Im ersten Unterfalle E = 1 sind 58 Gebietspaare zu untersuchen, 
während Minkowski noch mit 5 auskommt. Deswegen erwies sich die Heran- 
ziehung neuer Prinzipien als notwendig, immerhin unter Beibehaltung der geo- 
metrischen Methodik. Die Zahl dieser Bereiche wird mit wachsender Körper- 
diskriminante rasch zunehmen und vielleicht bezeichnet schon der Körper Y2i 
die Grenze der Leistungsfähigkeit dieser Methode. 

Um weiteres Material für den allgemeinen quadratischen Zahlkörper zu 


erhalten, sollen diese Untersuchungen auf Körper die nicht die Klassenzahl 1 
besitzen, ausgedehnt werden. 


$ 1. Linearformen im quadratischen Zahlkörper. 
Ist 9 eine beliebige komplexe Größe und setzt man 
v=0+ 9, y=Yyıt Öy, 


so entspricht jedem Wertsystem der vier reellen Variablen x,, X, %), % ein Paar 
komplexer Zahlen x, y. Jede eindeutige Funktion f (&,, &, Yı, Ya) der vier reellen 
Argumente kann alsdann als eine reellwertige Funktion dieser komplexen Variablen 
x,y aufgefaßt werden im Sinne der Dirichletschen Funktionsdefinition: 


(&1, 2, Yı, Ya) = PR, Yy). 

Diese Funktion (x, y) soll den Bedingungen genügen: 

p (0, 0) ei 0, 

o(2,y)>0, falls (x,y)=+ (0,0) ist, 

p(ix,ty) =|t|-p(x,y) für Jedes reelle t, 

yarır,y+tyYr)=S play) + pla*, y*), 

pl, ıy)= pl, Yy), 
falls z eine komplexe Größe vom absoluten Betrage 1 darstellt. Bezeichnet dann 
4 eine beliebige komplexe Größe, so folgt aus (3) und (5) 


plux, uy) =|u| pa, y). 








‚ als 


weit 
end 
hen, 
ran- 
Jeo- 
per- 
Y2i 


zu 


1 4 


aar 
len 
len 


nn 





Buchner, Annäherung komplexer Größen durch ganze Zahlen aus K(\ — 2). 


Durch die Ungleichung 
Yay)Zi 


wird ein konvexer Körper mit Mittelpunkt im Nullpunkt im vierdimensionalen 
Zablgitter x), %,, %1, Ys definiert. Nach Minkowski enthält ein konvexer Körper 
mit Mittelpunkt im Nullpunkt, dessen Volumen 


J = /// J Azıda,deyda, 


gleich 16 ist, außer seinem Mittelpunkt immer noch mindestens einen weiteren 
Gitterpunkt. Wir wenden diesen Satz an auf die Linearformen: 


= ar + Py, n = ya + öy, 


wobei a, ß, y, 6 beliebige komplexe Größen mit nichtverschwindender Deter- 
minante A bedeuten. Durch 


(6) p(z,y) = max. ı|&|, |y|ı 1 


wird eine reellwertige Funktion definiert, welche den Bedingungen (1) — (5) 
Genüge leistet. Für das Volumen dieses Eichkörpers ergibt die Durchführung 
der Integration 


wenn 
A=aö— Py, 6 — IT 


ist. Bezeichnet M den kleinsten Wert den die Funktion 9 für ganzzahlige, nicht 
insgesamt verschwindende Werte der Argumente %,, 3, Yı, Yy anzunehmen vermag, 
so wird durch 

(7) ya,y)=M 
ein zum Eichkörper (6) zugeordneter M-Körper definiert, der auf seiner Ober- 
fläche ein Paar zum Nullpunkt symmetrisch gelegene Gitterpunkte besitzt und 
dessen Volumen 
J An? M* 

0 TR 

beträgt. Da nach dem Minkowskischen Satz dieses Volumen kleiner als 16 sein 
muß, ergibt sich der 

Satz 1: Zu zwei Linearformen &, n in zwei komplexen Variablen mit be- 
liebigen komplexen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante A 
lassen sich für die Variablen immer zwei ganze Zahlen des quadratischen, ima- 
ginären Zahlkörpers K (9), die nicht zugleich verschwinden, derart angeben, 
daß für diese Zahlen zugleich gilt: 


Ye, Kr — 
Ad ı/ad ,. 
(8) eı< Var, Int < Yarıar. 
Der M-Körper (7) besitzt auf seiner Oberfläche mindestens ein Paar 
Gitterpunkte z=p, y=g und 2 = —p, y= —q. Wir untersuchen lediglich 
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vierfache M-Körper, die auf ihrer Oberfläche außerdem noch einen mit (p; g) nicht 
assoziiertes Gitterpunktpaar (r;s) und (—r; —s) besitzen. Es ist also zugleich 
o(p,g)=M, o(r,s)=M. 
Mit Hilfe der Ungleichung 
(9) yay)=|g —ypl+|ias—y|is|E| 
leitet man eine obere Grenze für den absoluten Betrag der Determinante 
E=ps—rg 
ab. Der durch diese Ungleichung definierte konvexe Körper ist vollständig im 


M-Körper (7) enthalten. Durch Integration findet man für das Volumen J, dieses 
konvexen Körpers 


Da das Volumen dieses Körpers aber kleiner als 16 sein muß, so ergibt sich als 
obere Grenze von | E| 


Y 
(10) IE? < end 
72 
Hieraus ergeben sich die von Minkowski behandelten Spezialfälle: 
d=3 IE? < u , 
au: n 
96 
a 
er 


$ 2. Die Zahlwerte der Determinante E im Körper \2i. 


Im folgenden beschränken wir uns auf den Körper X = K(Y2i) und setzen 
daher für die Basiszahl 


= Y2i. 
Die Ungleichung (10) ergibt uns als obere Grenze des Betrages der Deter- 
minante E 


EP <— =19,4..<20. 


Als Norm einer ganzen Zahl in Ä wird dadurch | £ |? auf die Zahlwerte 
1,2, 3, 4,6, 8, 9, 11, 12, 16, 17, 18, 19 


eingeschränkt. Um eine weitere Verringerung der zulässigen Werte von E zu 
erhalten, bemerke man, daß mit (r;s) stets auch (—r; —s) Gitterpunkt auf 
der Oberfläche des M-Körpers ist, so daß man immer erreichen kann, daß E einen 
positiven Realteil besitzt. Ferner dürfen (p; g) und (r;s) je als teilerfremde Zahlen 
angenommen werden. Es gibt daher zwei Zahlen (p*; g*) in ÄX derart, daß 
A 6 he 
wird. Alsdann führt man das Gitter (x;y) durch die Substitution 
z=pÄ+p*Y, y=gÄ+g*Y 
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in ein Zahlgitter (X; Y) und insbesondere (p; g) in (1; 0) und (r;s) in 
(R = g*r — p*s; E= ps — rg) über. 

An Stelle des konvexen Körpers (9) tritt alsdann 


(11) |ÄE—-RY|\+|Y|s|E|. 
Ist jetzt z.B. E=1+3Y2i, so gibt es 
1 
19(1— 45) = 18 


inkongruente Reste nach diesem Primideal (1 +3y/2i). 
Ein vollständiges Restsystem bilden die Zahlen: 


+14, +23, +3, +1 +Y2i, +2 +Y2i, ++ Y2i). 


Nun ist mit (r;s) auch (R; E) teilerfremd, d.h. 2 muß nach dem Modul E 
einem dieser Reste kongruent sein. Wählt man Y =1, so kann man daher eine 
ganze Zahl X ın ÄK so bestimmen, daß 


IXE—-R| +1<y19 
wird, d. h. der Gitterpunkt (X;1) liegt im Innern des konvexen Körpers (11) 
und daher erst recht im Innern des M-Körpers, im Widerspruch zu seiner 
Definition. 
In analoger Weise schließt man alle noch möglichen Werte von E aus bis 
auf die Zahlwerte » 


) E=YV2i, R=i1 (mod. Y2i), 
c) E=1 + V2i, R= + 1 (mod. 1 + v2 L), 
) E=2, R=1-+Y2i (mod. 2). 


$ 3. Untersuchung von E = 1. 
Sind (p;g) und (r;s) zwei nicht assoziierte Gitterpunkte auf der Oberfläche 
des vierfachen M-Körpers derart, daß 
E=p—rg=1 

ist, so transformiere man das Zahlgitter (x;y) unimodular durch 

z=pXHtrY, y=qX+sY 
in das Gitter (X; Y). Hierbei gehen (p,g) und (r, s) über in (1,0) resp. (0, 1). 
Gleichzeitig wird die Funktion 9 (x, y) übergeführt ın eine Funktion ® (X, Y). 
Bezeichnet man mit c eine positive Konstante, so hat cp(x,y) mit @(x,,y) die 
Eigenschaften (1) — (5); daher kann die Normierung der Funktion so vorge- 
nommen werden, daß der M-Körper (7) zu einem Eichkörper 

e(z,y)Z1 resp. P(A,Y)=si1 


und gleichzeitig 

(12) D (1,0) = und P(V,1) =1 
wird. Andererseits muß für jedes ganzzahlige Wertepaar (G, H) aus A die Un- 
gleichung 


6’ 
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(13) " ®(6,H)>1, (6,H)=+ (0,0) ’ 
bestehen. Der Kernpunkt der weiteren Untersuchung liegt im Nachweis der Rück- 


führbarkeit der unendlich vielen Ungleichungen (13) auf endlich viele unter ihnen, ! 
die alsdann einer geometrischen Untersuchung unterzogen werden können. I 
Satz 2: Es lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (13) mit Rück- € 
sicht auf das Bestehen der beiden Gleichungen (12) auf die 34 folgenden unter 
ihnen zurückführen. ‘ 
a) Plszi)>1, 
b) SY2i;e)>1, Dle;Y2i)>1 
(14) ec) Öle; + V2ı) 21, Bu +21 2 | 
d) SM +Ylisem-—-VY2ı)]>i1, SM—- Vize +y2ı)]o1i 
e) SleY2i;i+Y2i)>1, BdiM+Y2i;ey2i)>i 
f) SRsi1+Y2i)>1, SdM+Yy2i,20)>1, j 
wobei e= +1 sein kann. 
“Durch dieses System (14) sind alle Ungleichungen (13) ‚gewährleistet, für 
welche G und H zugleich dem Betrage nach < Y3 sind. Wegen der Symmetrie 
der Bedingungsungleichungen können wir vereinfachend annehmen, es sei 
(15) IH|216]. 


A. Zunächst sei |H | >4. Wegen (15) ist = ein Punkt im Innern oder ( 
auf der Peripherie des Einheitskreises. Aus der Funktionalungleichung (4) er- 
gibt sich 


G BT 
D(XY)SP(X 77,350) + (7, Y;Y) | 
i ae Y| ä 08 G 2 = . 


Wäre jetzt, trotz dem Bestehen der Ungleichungen (14), ®(G; H) < 1, so würde Ä 
demnach für beliebiges (X; Y) 
N m... 221 | 


Dies führt aber für einen beliebigen Punkt z des Einheitskreises auf einen 


Widerspruch mit einer der Ungleichungen (13). 
Erteilt man (X; Y) nacheinander die Werte 


(051, (+451), (HyY2it), (+1+Y2i;2), 


so folgt aus (16), daß für = die Ungleichungen 
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zugleich bestehen müßten. Diese Kreisschar überdeckt den Einheitskreis lückenlos 


und daher könnte z nicht im Innern des Einheitskreises liegen; somit ist beim 


Bestehen der Ungleichungen (14) und für |7| >4 niemals ®(G, H) <A, d.h. 
es ist stets ®D(G,H) >1. 


B. Die noch zu erledigenden Fälle 3 <|H| <4 diskutiert man am besten 
einzeln. 


S 4. Untersuchung von E=|Y2i. 
Bezeichnen jetzt (p;g) und (r;s) zwei nichtassoziierte Gitterpunkte der 
Oberfläche des vierfachen M-Körpers, für die 
E=ps—rg=Y2i 
wird, so folgt aus ihrer Teilerfremdheit 
p+r=0 und g+s=0 (mod.Y2:). 
Führt man durch 
"PM. u A A Mund... 3. . BEER. A 
y2i V2i V2i V2i 
ein neues Zahlgitter ein, so entsprechen den Gitterpunkten (x; y) die Gitterpunkte 
(X; Y) und auch die Punkte mit gebrochenen Koordinaten von der Form 


ee a worin U; V ganze Zahlen in X bedeuten, die zugleich der Zahl 1 
Y2i Y2i 
nach Y2i kongruent sind. 


Zu den Gitterpunkten (X; Y) kommen demnach noch die Punkte 


1 1 
X-+ -—; Y-+--) hinzu Alsdann definiert 
(X + 3; + 7a) 


D(X;Y)<1 
einen vierfachen Eichkörper, wenn 
(17) ®(1;0)=1, B(0:1)=1 
ist und für jedes ganzzahlige Wertpaar (G; H) gılt 
(18) P(G;H)Z1, (G;H)=#+ (0,0), 
1 N: 
(19) a, ri a 


Satz 3: Es lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (18) und (19) 
mit Rücksicht auf das Bestehen der Gleichungen (17) durch die folgenden 18 
unter ihnen völlig ersetzen: 


a) Ble,1)>Y2, 

b) Sls1+Y2)>Y2, Bil +YV2i5;e)>Y2, 

c) SA +Y2i;el —Y2)J>YV2, PM—V2i;el+Y2i)]=Y2, 
d) Ble,VY2i) >1, BiY2i,e)>1, 

wobei e= +1 ıst, 


(20) 
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In $ 3 ist gezeigt worden, daß die unendlich vielen Ungleichungen (18) aus 
dem System (14) vollständig folgen. Wir brauchen deswegen nur nachzuweisen, 
daß aus dem System (20) sämtliche Ungleichungen (14) hervorgehen, was sich 
unmittelbar ergibt. 


Setzt man zur Abkürzung 
U=GY2i+4A, V=HY2i+A, 
so ist weiter nachzuweisen, daß eine Ungleichung 
(21) ®(U;V)<yY2 
auf einem Widerspruch mit dem System (20) führt. 
Wegen der Symmetrie dürfen wir |V/ | >| Ü| voraussetzen und außerdem 
IV|> Y3 annehmen. 


A. It |V|>4 und oilt die Ungleichung (21), so sind die Voraussetzungen 

für die zu (16) analoge Ungleichung 
| U 
D(X;Y)< | X 4 


gegeben. Erteilt man (X: Y) nacheinander die Werte 
(01), (+65, THAsY2;1l, (+1; Y2i), 


Yı+ yV2 


so verlangt diese Ungleichung, daß - zugleich 


V 


| ER £% Bis 4 
+ (1 +Y2)—-7|>1; +t1-7Y2i >, 


genüge leiste. Diese Bereiche überdecken den Einheitskreis vollständig und daher 
kann (21) niemals statthaben. 


-- 


B. Die Fälle 4> |V |> Y3 sind einzeln zu untersuchen. 


$ 5. Untersuchung von E=1+ Y?2i. 


Die Diskussion von E=1— Y2i kann auf den Fall#E=1 + Y2i zurück- 
geführt werden. Sind (p, g) und (r, s) je teilerfremde ganze Zahlen in A, 
für welche 


er d)=olns)=1 
und zugleich 
E=ps—rg =1+ Y2i 
ist, so ist entweder 
p=r, s=qg ode p=—r, s=—g (mod. E). 
Wenn notwendig ersetzt man gleichzeitig y durch (—y), Y durch (— }) 
und p,r,qg,s durch p, —r, —g, s, so daß man stets 


ptr=s+g=0 (mod. E) 
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annehmen darf. Führt man durch 


PER. Zu. EN. A y_ _® +py _ V 
+YV2i 1+ y2i' 1+Y2ı 1-+Y2ı 
ein neues ARE. ein, so hat man zu den Gitterpunkten (X; Y) noch die Punkte 
(X n= - -; Y+ 1 .) hinzuzunehmen. 
1+Y2ı 1+ Yy2i 


Alsdann definiert 
(X; Y)<s1 
einen Eichkörper, wenn 


(22) P(0;1)=1, P(;0)=1, 
(23) B(G;H)>1 bei (6; H) + (0,0), 
E € 
24 D(G +  H- 4, = +1 
ar) ( A+yY2i' u;n 
gelten. 


Satz 4: Der Inhalt der unendlich vielen Ungleichungen (23) und (24) 
wird, mit Rücksicht auf (22), bereits durch die folgenden 10 besonderen unter 
ihnen erschöpft: 


a) B(1;1 ': v3, s—1;1)>1, 

b) K-1; Y2ı)zy3 D(y su. -1)2Y3, 
(25) C) ee ı— Y2ı)>y3, Pd —Y2i; —1)=Yy3, 

d) Sly2i;1— Y2i)>y3 DI - Be V2iı)>Y3, 

e) d(—1;2)>Yy3, ®(2;—1)>Y3. 


Die Ungleichungen (20) erweisen sich als eine Folge dieser Ungleichungen 
(25) und daher folgen aus letzteren alle Ungleichungen (23). Man setze 


U=G(A+Y2i)+e, V=HM+Y2i)+e; e=H+ÄM, 
und wähle |IV|=>|U]|. 
A. It |VI|=>3, so folgt aus (4) für einen im Einheitskreis gelegenen 


U 
P Ä 
unkt v 
a a Ele 
PK; N=|X—-FY +7 BW;V). 
Wäre für ein solches (U, V) 
(26) B(U;V) <y3 
so müßte 
.Yy . BE. IF 
D(X,Y)< X — y} + y v3 


sein. Setzt man hierin für (X, Y) einen der Werte 
059, (#40, 12), 2; —1), 
(-1;1 —-Y2i, (1 —Y2i;—1), (Y2i;t —Y2i), (1 — Y2i;yY2i), (—1;2), 
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so erhält man für ein System von Ungleichungen. Die hierdurch für (U,V) 


ausgeschlossenen Bezirke überdecken den Einheitskreis, und daher kann (26) 
nicht gelten. 


B. Die Fälle V=2y2i, 2-+ Y2i, 2 erledigen sich leicht. 


$S 6. Untersuchung von E = 2. 
Sind (p;g) und (r;s) nicht assoziierte Gitterpunkte, für welche 
epi)=1, prs)=1, E=p—n=2 
ist, so bestimme man zwei ganze Zahlen (p*;g*) in Ä derart, daß 
pg* — p*g = 1 
wird. Durch die Transformation 
z=pÄ+p"Y, y=qÄ+o*!Y 
geht das Gitter (x;y) über in ein Zahlgitter (X, Y) und zwar wird speziell (p; g) 
in (1;0) und (r;s) in (R = g*r — p*s; E = 2) übergeführt. Infolge der Teiler- 
fremdheit von (r;s) ist entweder 
R=1 oder R=1+ V2i (mod. 2). 
Der erstere Fall führt auf E =1 zurück; demnach kann 
R=gr —p*s=1+Y2i (mod. 2) 
angenommen werden. Durch die Substitution 
z=pÄ+rY, y=qgÄXÄ+sY 
erhalten wir ein neues Gitter, in dem außer (X, Y) noch die Punkte 


V2i, „,YV2i | 
+5 v4], 

/ . ei u . /9 
[x Pi und A wer. | und [x FERRE ud Lt 


Gitterpunkte sind. 
Demnach definiert ®(X; Y)<1, nur dann einen Eichkörper, wenn gilt 








(27) B(0;1)=1, B(;0)=-A, 
wo (G; H) ganze Zahlen in ÄX darstellen, und 
V2i. y2i 
(29) (6 +7; H+.-)21, 
A+y2i, 1 
(30) (6 +; H+z)21, 
E: 1+Y2i 
(31) (6 +5; H+—, )>1. 


Satz 5: Mit Rücksicht auf die Gleichungen (27) kann das System von un- 
endlich vielen Ungleichungen (28)—(31) durch die folgenden 10 besonderen unter 
ihnen erschöpfend dargestellt werden: 


wc 


so 


so 


Ei 


ul 


Wi 


Sc 








26) 


g) 
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a) Ple;1)>2, 
b) Sle;i1 + Y2i)>2, Bil +Y2i; e)>2, 
wobei e= +1 ist. 

Man beweist leicht, daß das System (20) eine Folge von (32) ist, und daher 
auch die unendlich vielen Ungleichungen (28)—(29). Um zu zeigen, daß auch 
(30)—(31) aus (32) sich ergeben, bezeichnet man mit (U;V) ein Zahlenpaar in 
K, so daß die eine Zahl in bezug auf 2 der Zahl 1 und die andere der Zahl (1 + Y2i) 
kongruent wird. Außerdem sei |V/ | = | U |, alsdann ergibt sich aus (4) die Un- 
gleichung: 


(32) 


„v Bi: Y - 
D(X,Y)JS X — v! try D(U;V). 
A. Ist |V|>3 und wäre alsdann 
(33) B(U;V) <2, 
so würde 
I. # 
(34) D(X,Y)< X y] +2 v 


Gibt man (X; Y) die Werte 
(0; 1), (+1;1), (+1 + Y2:;1), (1; +1 +Y2:), 


so folgen aus (34) Ungleichungen die besagen, daß - nicht im Innern des 


| 
Einheitskreises liegen, daher (33) niemals erfüllt sein kann. 
B. Wenn V =1A + Y2i ist, muß U=1 (mod. 2) sein, daher ist U = | 


und somit schon in (32) berücksichtigt. 


$ 7. Genaues Minimum der Linearformen. 


Nach (8) ist es im Körper / 2: möglich, ganze Zahlen (x; y) so zu 
wählen, daß 


4 c 
max. | [8]; Im! < av A 


wird. Da diese obere Grenze nicht erreicht wird, stellen wir uns die Aufgabe, 
die exakte obere Schranke zu bestimmen. Um dieses genaue Minimum M von 


max. {l&|;|n|} bei beliebig variierenden Koeffizienten «, f, y, ö zu bestimmen, 


M h 
ermittelt man den größtmöglichen Wert von ——— und weist zugleich dessen 


B* ! 


Existenz nach. 
Multipliziert man die Koeffizienten von £, »; mit einer positiven Konstante t, 


so bleibt = ungeändert. 


1 a 
Wählt man t = m und modifiziert die Bezeichnungen geeignet, so hal 


Journal für Mathematik. Bd. 155. Heit 1. 
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man das Maximum von 41 bei beliebig varııerenden «a, ß, y, ö zu bestimmen, 
wobei der konvexe Körper 
(35) play) = max. {|&1; ||} Si 


außer dem Nullpunkt keinen weiteren Gitterpunkt im Inneren, wohl aber auf der 
Oberfläche besitzen darf. Bei festgehaltenem Gitter (x;y) hat man demnach das 
Volumen des Eichkörpers (35) zu einem Maximum zu machen. Ein solcher 
Maximal- M-Körper ist notwendig ein vierfacher M-Körper, d. h. er enthält anıl 
der Begrenzung sowohl Gitterpunkte, für welche 


'&l=1, |n!<1 ıst, als auch solche, für die 
|2Zji<i1,\in|=1 it. 

Es seien (p; g) und (r; s) Oberflächenpunkte des Maximal- M-Körpers, derart, 
daß für ersteren || =41, |»| <A und für letzteren |EI <1, /y|=1 gilt. 
Durch 

z=pÄ+r), y=qY+sY 
gehen 


s=a+ hy, n=ye+öy 
über ın Ausdrücke der Form 
(36) Z=/(X+0oY), H=u(X+Y) 
und der Eichkörper wird definiert durch 
®=max.{|ZE|; | H|, Si. 
Wegen der Festsetzungen bezüglich (p;g) und (r;s), resp. (150) und (0; 1) 
im neuen Gitter, muß 


(37) Aj=1, lal=1, lel<1i, |Je|<1 
sein, und für die Determinante ergibt sich 
(38) . Au(1 — 00) = (ad — By) (ps rg) = AE. 


Unsere Aufgabe reduziert sich darauf, die komplexen Zahlen o und o mit alı- 
soluten Beträgen kleiner als 4 so zu bestimmen, daß | 1 — oo | zu einem Minimum 
wird, während der konvexe Körper 

(39) |X+eYist, loX+Y|si 
im Innern, außer dem Nullpunkt, keinen weiteren Gitterpunkt enthält. Für £ 
kommen nur die Werte 

1, Y2:, 1+Y2:ı, 2 
in Betracht. 


Ss. Geometrische Diskussion von E = 1. 
Ist E=p—g =1, 
so reduziert sich (38) auf 


I1-e|=|4]|. 
Die Bedingung dafür, daß (39) einen Eichkörper darstellt, wird nach Satz . 
(p. 44) charakterisiert durch ein System von 34 simultanen Ungleichungen. Ver- 
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tauscht man in denselben (0;0) mit (— 0; — o), so ändert sich weder |1 — oo |, 
noch die Gesamtheit dieser Ungleichungen. Dasselbe gilt aber auch beim Über- 
gang von (0; 0) zu den konjugiert komplexen Größen (0; 0). Daher ist es erlaubt, 
o auf den ersten Quadranten der komplexen Ebene zu beschränken. Hierdurch re- 
duzieren sich die 34 Ungleichungen auf die 14 folgenden: 


a) max. tje—il; Je —1|}>1, 
b) max. {je— VY2il; [1 —V2io|}>1, 
ec) max. {|eY2i+1]; je +Y2ij}>i, 
d) max. {| +1 +o(-1+Y2)|; Je + (-A+Y2i)|) 21, 
e) max. {| +1 +el+V23); Jet +Y2U)|) >21, 
(40) ) max. {eo -A+Y2)]; Jod +y2)—1]}>1, 
g) max. (|(1+Y2i) Fe FV2i); Joy) FAFV2) I >1, 
h) max. {| +Y2i+o( FY2i)); | +oYy2i+(1 FY2i)|)} >1, 
i) max. {| 1 —Y2i) + oY2il; Jet — YA) +y2il)>i, 
k) max. {| —2+e(1—Y2i)|; |-— 20 +1 — Y2i)|} >21, 
l) max. !|(1 + Y2i) —20|; Jo +Y2i) —2|, >, 
wobei entweder überall die obern oder die untern Vorzeichen zu nehmen sind. 


Dieses System von Ungleichungen verlangt, daß so oft für ein Zahlenpaar 
(X; Y) sich 


|X+oY| <A 
herausstellt, für dasselbe Wertepaar (X; Y) alsdann 
oX+Yrı>1 


sein muß; d. h. wenn o im Innern eines bestimmten Kreises liegt, so muß o gleich- 
#°tig im Äußern eines zugeordneten Kreises liegen. Durch diese Kreise erscheint 
alsdann der erste Quadrant des Einheitskreises in 58 Bezirke, die zu 34 Bereichen 
zusammengefaßt werden können, aufgeteilt. Hierbei ist zu einem Bereich eine 
konkave Begrenzung niemals mitzuzählen. Wegen (37) sind auch die Punkte der 
Einheitskreisperipherie auszuschließen. 


Es ist jetzt zu ermitteln, für welche Werte-Kombination (0; 0) bei beliebig 
ım ersten Quadranten variierenden o ein Minimum von |1 — oo | eintritt. Bei 


1 BR 
festem o = o, macht man zunächst — —0o zu einem Minimum. Wegen der 
00 
einfachen geometrischen Bedeutung dieses Ausdruckes ist es gegeben, die 34 Be- 


° u . u . . . | . . 
reiche durch reziproke Radien am Einheitskreis abzubilden. Ist — ein [ester 
0 
Punkt in einem dieser Bereiche, so läßt man « im zugeordneten Gebiet variieren 


14 
und bestimmt o so, daß = — co | ein Minimum wird. 
9 


’ | 
In der Figur 1 sind sämtliche Bereiche für o und „ samt den zugeordneten 


o-Bezirken eingezeichnet. Entsprechend den 14 Ungleichungen (40) bezeichnen 
7* 








52 Buchner, Annäherung komplexer Größen durch ganze Zahlen aus K(Y — 2). 


wir die Bereiche für o und zugleich die innere Gebietsgrenze für die Variable o mit 
I—XIV. 

In der folgenden Tabelle A wird für jeden der 58 Bereiche angegeben, in welchem 
dieser 14 Gebiete der betreffenden o-Bereich liegt. Der Bereich 1 ist demnach ent- 
halten in den Gebieten I, X und XI, daher muß o zugleich auf der konvexen Seite 
der Bogen I, X und XI liegen und erscheint daher auf das Kreisbogenviereck 


V’ty0LVCV’ eingeschränkt. In dieser Weise sind die in der Tabelle A zu einem o- 
Bereich angegebenen o-Bereiche zu bestimmen. Der Bereich 2 ist enthalten in den 
Gebieten I, IV, X und XI. Die letztere Forderung ist aber bereits in I, IV enthalten 
und fällt darum XI für die Gebietsbegrenzung der Variablen o außer Betracht, und 
daher setzen wir in Tabelle A unter XI das Zeichen + statt 0. 

















Tabelle A. 
Minimum 
0 | Zugeordnete RE u nit. 
Bereiche EN IRB. NER OR Br. 1 Mn “ »| o Bereiche ur | | 
- = 7 << 2 7 7 #rn 00 < für o = für e = 
1 0 | 00 V’ty0cevV L 
2 0), 0 0 + H’vcx0cV " 
3a |0 10 0 ++ H’viyVcH " 
b 0 0 0 + ” 2. 
c 0 0 0 . Mn 
4 0 0 + H’vtx0cB „ ß 
5 0 0 +0 V’vxy0cV IE: | 
6 0 + 0 V’vxzxy0cB y;W# ,,7 
7 0 0 0 +0 H’vxx0cV >» 
8 0 0 + 0 H’vxxy0tcB xy e ; B,J 
9 0 + + 0 O|H’xy0cB 25% .;y 
1010 + ++ 0 +|8’%0:B 2° " 
1a |0 0+ +++ +]@28x07B „ 
b |o 0+ +) |++/+1+ „ » € 
c 0i 0 + | I#+ + + „ „» 
d 0 0 + + + + + „ „ 
e 0, 10'+ + + + „ „ 
f 0 0 +| | + + „ LE) 
g Jo !o + + | " " 
h 0 ‚0 + „ „ 
a 10 |j0+| 0 + G’sszVUtH| _» 
b 0 0.-+ 0 PN 43% 
13a 0 0 +!0 + + +1 M’0,8,8z0 7 y 
b 0 0 + 0 £ + + „ LE) 
ce j0 j0+/0 | |+ | „ jr 
d 0 0 + 0 | „ y , & u 
14 0 + 0 + + + +[H’ms0SB H’ d 
15 0 E= 0 0 + ++ +17’ m$0LIB. n1 D 
16 0 ıIi0 + 0 + ++ + +160’&480°B & € 
17a 00 ++ + + +++ +10 90°B G’ 
c 00 + r + + fr + „ „ 3 
d 0.0 + + | +| | + ”„ ” 
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| | | | | Minimum 
o eu | hs Zugeordnete | | 1 _ ont. 
Bereiche| | ih u «i<|_ Ali o Bereiche 0) | | 
|=/2]< < SS] |2|") 72|5|12 für 0 = für e = 

18 [o’o + +!o 141547 11H 12074,05B ö, 

b 0.0 ++'!0 + + + = z 
19 0|+'+ 0 d +0 ++1098,0«4 « B 
DIN) 0/+!+ 0 ei 18 + +1@8,0«KuA BG’; u ,c 
2] 0/+i+ 0 + ++1@09,0aKuJ| @;% o,V 
22 0+ + 0 0 + + +1 R’d,0«KuJ’ ’’; 4, 
23 0i+' + 0 0° + 0 + +1 R’d,0«aKuA u,d, 
24 JESPF* + 0 + +16 9,0344 E ‘ 
25 0i+ + 0 + 0 + +] R’0,03uA " 
26a 0i+'+10 + + 0 + +1M’d,08uA ” 

b 0 ++0 +i+| 10 + a 

c 0'++'0 + 0 + + e „ 

d 0’++'!0 + 0 + . „ 
27 0/+i1+10 +14 0 +1M’0,03J’ 9, 4 
28 0/i+'+ 0, + 0 +1 R’0,03J’ Br J 
29 0!'+/+ 0'+ O1 R’I,03yJ’ Y 5 
30a 0/+!1+:0 a o|M’6,03y, 7 | 4, 7 x 

b 0/+!+1/0 + 0 ”_ BB. y 
31 0 +0 0+ R’ 0,0370 J° f) 
32 0'+ 0.0 R’d,08y0 8° 
33a 0/+!0i0 ++ M’6,03y6dJ’ 

b 0 +00 + i ‘ 

c 0+ 00 + " „ X 

d 0 +00 | " P 
34 000 M’d 8,8780 J’ € p; 














Den Wert o = 0 können wir ausschließen, da sich das Minimum von |1 —oo | 
als kleiner als 1 herausstellen wird. 


c Bu 
Es seı jetzt r ein fester Punkt von 1’. d. h. des durch Inversion aus 1 ent- 
0 


standenen Bereiches. o liegt alsdann in V’£y0£V und die Entfernung der Punkte = 
c0 


und o wird möglichst klein, wenn o auf der Geraden (0; --) an . heranrückt, 
0 0 


bis o mit einem Randpunkt seines Gebietes zusammenfällt. Bewegt sich o auf dem 


u win meer ki > 
Bogen V’£, dessen Zentrum ö’ ist, so wird — — co nurin Z einen Minimalwert 
09 


erreichen, ebenso wie aufV£ in £. Verschieben wir o auf £y0y£, einem Kreisbogen 
mit dem Zentrum in A, so wird der kleinste Wert nur in einem der Endpunkte an- 
genommen, da dieser Punkt A dem Bereiche 1 nicht mehr angehört. Da jeder 


DH Or h . 
Punkt er von 1’ von Z£ einen kleinern oder höchstens gleichen Abstand wie von £ 


besitzt, so genügt es, erstere Annahme zu verfolgen (Figur 1). 
Durchgeht man in dieser Weise die einzelnen Bereiche, so findet man, daß ein 
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* [3 1 j * * * [2 [2 
Minimum von = — co, lediglich eintreten kann, wenn, wie in Tabelle A an- 
7 | 


gegeben, o in einem der Eckpunkte 


6, x, 4 v, %, £), Ip S, ö,, KM, ß, Yı ö, a, € 
liegt. Eventuell kann eine untere Grenze erreicht werden, wenn o in einen der 
Punkte V’, H’, G’ oder J’ der Peripherie gelangt. 

Bezeichnet o, einen dieser aufgeführten Werte, so bestimmt man denjenigen 
Wert der Variablen o, welcher den Ausdruck 
| = 
1—-oe|= | Pr 
zu einem Minimum macht. Durch Inversion am Einheitskreis bilden wir diese 
Punkte o, auf das Äußere des Einheitskreises ab. Dabei geht z.B. « in «’ über 


(Figur 1). Ist - =’ und bewegt sich oe in den Bereichen 1 —4 (siehe 
0 


Tabelle A), so tritt ein kleinster Wert von = —o0 | nur ein für o= ß, einen 
0 
Punkt des Bereiches 4 (Tabelle A, letzte Kolonne). 
Die Diskussion der auf Grund der beiden letzten Kolonnen in Tabelle A noch 


möglichen Werte-Kombinationen wird etwa folgendermaßen geführt: 


Ist - = y' und bewegt sich o auf dem Bogen IV zwischen J’ und &, so ist 
0 
A 


en; für o = & kleiner, als für « = J’ oder ö. Variiert o auf dem Bogen III, 
8 | 


so erkennt man, daß o = e auch einen kleinern Wert ergibt, als o = g,. Derart 
sind 3 Kombinationen zugunsten von (x; &) eliminiert. 
Durch diese Untersuchungen stößt man auf das Minimum in 
1 2y2—YV3. _._3—YV6 , Y3—3Y2 . 
EEE ih, RR TTREN 6 i 
ım Betrage von 


A—er => |V6 —1+W3—-YD)i)=V3 —y6 = 0,71%... 
| | _ 











Außerdem wird das Minimum im ersten Quadranten noch ne =y;0o =& 
angenommen. Heben wir diese Beschränkung auf den ersten Quadranten auf, so 
können an Stelle dieser Werte auch die dazu assoziierten oder konjugierten Größen 
treten. Für o=e,0=y erhält (36) die Gestalt 


a=a[x+(4+212 72) r|, 





(41) 





A=u| der 5 Bde, rl. 


Durch die Substitution X = X*, Y = — Y* von der Determinante — 1 
geht (41) über in 
Z=4A[X* — ei*), H= — ul— xX* + Y*]. 





ge 


We 


ük 


al 


w 











Buchner, Annäherung komplexer Größen durch ganze Zahlen aus K(Y — 2). 55 


Durch die Transformation 
X = X*r + Y*, Y= — Y*r 

geht (41) weiter über in 
— 3 


N? u 12x + rel, 


z=-a[lX 4.70, nel, 08 


3+V6 , y3—3Y2. 

re si 

ist. Diese Ausdrücke sind demnach einander arithmetisch äquivalent. Ganz ana- 

loge Verhältnisse liegen vor für o=y, o = e, so daß wir zusammenfassend sagen 

können, daß im Falle £ = 1 die Größe | 1 — oo | ihr Minimum dann und nur dann 

erreicht, wenn eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante + 1 existiert, 
welche die Formen £, n in Ausdrücke der Art (41) oder 


E = PER) r|; 


H = | . u mn i) X 2 Du 


überführt und das Minimum von | A| hat den Wert v3 — Y6. 


—=1 





(42) 


8 8. Geometrische Diskussion von E = Y?2i. 
Es gelten wiederum die Voraussetzungen des $ 7, im speziellen sei 
E=p—ng=Y2i; 
alsdann reduziert sich die Gleichung (38) auf 
I1—eo|=V2|4]|. 

Die Bedingung dafür, daß die Ungleichungen (39) einen Eichkörper darstellen 
wird nach dem Satz 3 charakterisiert durch ein System von 18 simultanen Un- 
gleichungen. Aus denselben Gründen, wie bei E = 1 können wir die Variable o 
auf den ersten Quadranten einschränken. Alsdann verbleiben die 12 Unglei- 
chungen 

a) max. {je+el; |o+e|)>Y2, 
b) max. {|e+e(l + Y2i)]; Joe+(1 + Y2i)|}>V 
ec) max. [joe +1 —eY2i) |; |o(l —eY2i)-+e|} 
d) max. {| (1 +Y2i) —e(1— Y2i)|; Je +Y2i)—(—Y2i)|}>Y2, 
e) max. {| (A —YV2i)+ el +Y2i)]; Jet — Vi) +(1+Y2i)} > Y2, 
f) max. {|Y2i—e|; |eVY2i—1|}>1, 
g) max. {|1 +eY?%il; jo +y2il)>A, 
woe= +1 ist. 
Auf Grund der Ungleichung a) kann man den Variabilitätsbereich von o 


sogar auf das Kreisbogendreieck ABE einschränken (Figur 2). Bei dieser neuen 
Verkleinerung des o-Bereiches fallen zwei der 4 Ungleichungen b) weg. 


5, 
> Yy2, 
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Durch die verbleibenden 9 Ungleichungen wird das Dreieck ABE in 14 Be- 
reiche zerfällt (Figur 2). 

Um das Minimum von | 1 — o0 | zu bestimmen, hält man o fest und variiert 
o. Hierzu ist es zweckmäßig, die g-Bereiche durch Inversion am Einheitskreis 
abzubilden (Figur 2). Die den 9 Ungleichungen entsprechenden o-Bereiche 
werden mit I—IX bezeichnet, ebenso die zugeordneten Gebietsgrenzen der 
Variablen o. 


Die Tabelle B enthält die Verteilung der 14 Bereiche auf die 9 Gebiete und er- 
laubt, die zugeordneten o-Bezirke zu bestimmen. Einrichtung und Verwendung 
sind dieselbe wie bei Tabelle A. 














Tabelle B. 
Bis: Mi . um 
0 Bereich 1 1 
Bereiche -|&lu «| s = —| der Variablen ao | © s a 
| | für 0 = für 0 = 
ı Jojo] | FDMKSDFC D H 
2 o0!o| |o | FDMKSnFC| DKrF| H,-,H 
3 0 Ki | EDMKSnFC| Kr 
4 0,10 0 EDMKS,TC K,n I 
5 0010| 0 0 FDMKSnTc K,n —,.H 
6 0 | 0 +0 EDMK»VC 3 ) 
7 0/0| 0 +10! FDMKS»VC K,9 
8 0 | = + +|J0 |JEDMKVC K,V RE 
g 0 + 0/+|+1|+ EDMKQC K 
10 0/!0|10|+ + +| FDMKC -K 
11a |0 61% ++ +!+ |ZDMk«C K L 
b 0 0'+ + ++ R K 
e j0| |0|+ ++ a K 
12 0 +!1+!0|)+|/!+|/+ | +1 ZDMcC M L 














Durchgeht man die 14 Bereiche, so findet man, daß ein Minimum von 


=. — co nur eintreten kann, wenn o in einem der in Tabelle B unter Minimum 
. | 
von & — 0 | aufgeführten Punkte sich befindet. Diese Punkte bildet man durch 


| 0 | 
Inversion am Einheitskreis ab (Figur 2) und bestimmt für diese Werte o, das 
Minimum von Ei — 0 |. Unter den in Tabelle B angegebenen Wertekombina- 


99 | 
tionen (0; o) findet sich alsdann das Minimum in 


e=H= - 4 N 





und zwar ist 


1—e0|=|1+3-—- il =v2V3 — Ye. 
Auf Grund der Relation (43) ergibt sich als Minimalwert der Determinante 
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I m IE Su“ 
Ei Er 7 =»V3-y6, 
genau derselbe Betrag wie im Falle E=1. 


Hebt man die Beschränkung von oe auf den ersten Quadranten auf, so wird 


dieses Minimum erreicht, wenn o=D, o=H oder o=K, o=L oder wenn 
(0; o) die hierzu assoziierten oder konjugierten Werte annimmt. Die durch diese 
Wertsysteme erzeugten Formen (=; H) sind aber untereinander und den Aus- 
drücken (42) arıthmetisch äquivalent. 


& 10. Geometrische Diskussion von E=1+-Y2i. 

Es seien (p;g) und (r;s) Gitterpunkte auf der Oberfläche eines maximalen 

M-Körpers, für welche die Determinante 
E=ps—rg=1+-+ Y2i 
sein soll. Nach (38) ist dann 
I1-g0/=y3]4]. 
Auf Grund des Satzes 4 umschließt der konvexe Körper 
|X+e’Y|si, |Xe+Y|si 
außer dem Een keinen weiteren Gitterpunkt (X; Y), noch einen Punkt 
€ 


+ ———; Y+ uch wobei e= +1, wenn die folgenden 10 Un- 
[X 1+ v5, 1 y2i oe u 


gleichungen Geltung haben: 
I. max. {je+1|; Jo+1|}>Y3, 
II. "max. {|o—1|; |o —1|}> 
II. max. t{joY2i—A|; |a— Y2i|}>Yy3, 
IV. max. {je—YV2i]|; |JoY2i--1|}>YV3, 
V. max. {Joel —Y2:i) —1|; |o (1 —Y2i))}>Y3, 
VI. max. !joe--(1-—-Y2i) |; |o(t —Y2i) —-A|}>Y3, 
VI. max. {jey2i+(1—Y2i)]|; jo —Y2i) +Y2i|}>Y3, 
VII. max. {jo(1 —Y2i)+Y2il; |oY2i + (1 —Y2i)|}>Y3 
IX. max. {|2e —1|; Jo —2|}>Y3, 
X. max. {le—2|;|20—1|}>3 
Die Ungleichungen III und IV erlauben, das Kreiszweieck AQOTSCKR, 


und die Ungleichungen I und IX, das Kreiszweieck BUQRVB'’KT aus dem zu- 
lässigen Bereich der Variablen o auszuscheiden (Figur 3). 


Die durch die Ungleichung II ausgedrückte Forderung ist vollständig ent- 
halten in den Bedingungen I, IX, und X. Der für o zulässige Bereich zerfällt in 
12 Bezirke (Figur 3). Dis Ergebnis der Diskussion ist in der Tabelle C 
enthalten. 
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Tabelle C. 
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Unter diesen noch möglichen Kombinationen von (o;0) ergibt sich das 
Minimum für 


und zwar ist dann 


1-00 =, 6-76) - y3—YDi|=y3/3—Ye. 
so daß wiederum 
141=V3—V6 
sich herausstellt, ebenso wie die Formen 


a; fx + =! Be, 


PR 7 > > i)X + Y| 


sich mit den assoziierten oder konjugierten Ausdrücken als arithmetisch äqui- 
valent erweisen. Durch die Substitution 





(44) 


geht (44) über in (41), abgesehen von einem Faktor vom Betrage 1. 


$ 11. Geometrische Diskussion von E = 2. 
Endlich seien (p, q) und (r, s) Oberflächenpunkte eines maximalen M-Körpers 
derart, daß 
E=p—n =2 
wird, alsdann ist 


1—00|=2|4]. 
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Der konvexe Körper (39) stellt nach Satz 5 einen maximalen M-Körper 
dar, wenn die 10 Ungleichungen 
a) max. {lo+e|l; |o+e|}>Y2, 
b) max. {|e+e(1 +V2i)|; Jo+e(l +Y2i)]}>2, 
ec) max. (je+ell +Y2i)|; Jo +V2i)+E|l}>2, 
wobei e = +1 ist, bestehen. 

Diese Ungleichungen erlauben es, wieder o auf den ersten Quadranten und 
daselbst insbesondere auf die Kreisbogendreiecke EJH und HGA zu verweisen 
(Fig. 4). 

Die Variable o befindet sich alsdann ın ELF resp. FMF'. Das Minimum 
von |1 — oo | tritt ein für 


e=-6- II, o=M FREE ut 2 
alsdann ist 
| R 
'1—oo - 5 10 — y10 | = 1,519... 
und 
1 | 40 —yY [0 a. 
Ai= | 1—0o0| = — zn 0,7597... 


Das Minimum ist demnach größer als 


V3 -V6 = 0,7419... 
in den bisherigen Fällen. Es ist aber zu beachten, daß wır den Fall E=2 zur 
Untersuchung in zwei Unterfälle zerlegt haben, je nachdem 


R=1 oder R=1-+Y2i (mod. 2) 


war (pg. 48). Der erstere dieser Unterfälle führt aber auf £ = 1 zurück, während 





im zweiten Falle das Minimum V3 — y6 nicht erreicht wird. 


$ 12. Zusammenfassung. 
In $ 1 ist gezeigt worden, daß in den zwei Linearformen 
£E = ar + By, n = ya + öy 


die Variablen sich stets so als ganze Zahlen im Körper Y 2i bestimmen lassen, daß 


4 en 
die Beträge |&|, |» | zugleich kleiner werden als Vavızi. Nunmehr kann 


als Ergebnis der Untersuchung nach dem genauen Grenzwert ausgesprochen 
werden: 
Satz 6. Sind 
s=a+Ppy, n=yr+öYy 
zwei lineare Formen in den komplexen Variablen x, y mit beliebigen komplexen 
Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante 


A=aö— Py, 
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so gibt es stets ganze Zahlen x, y im Körper Y2i, die nicht beide zugleich ver- 
schwinden, derart, daß zugleich 


Dr 1°, +V6 yaj, sera 


wird. Im allgemeinen lassen sich die ganzen Zahlen x, y so bestimmen, daß diese 
Beziehungen mit den Ungleichheitszeichen erfüllt sind; eine Ausnahme bildet 


nur der Fall, daß &,n durch eine ganzzahlige Substitution in K (y'2i) von der 
Determinante + 1 in die Formen 


Vale +6 BE r]; 


rar [ey 


überführbar sind; hierin bedeuten w,, ©, reelle Größen. 

Hieraus ergibt sich eine Anwendung, die einem in der rationalen Zahlen- 
theorie oft benützten Satze analog ist: 

Zu einer beliebigen komplexen Größe x und einer beliebigen ganzen, 
positiven Zahl t, läßt sich mindestens ein Paar von ganzen Zahlen x, y des Körpers 
V2i, letztere mit einem absoluten Betrage kleiner als it, derart angeben, daß 








|e—xy| < 


wird. Hiermit ist ein Quotient - zweier ganzer Körperzahlen gefunden, der die 


beliebige Größe x besser approximiert als 


er 1 


Zur 
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Über konforme Transformationen im Raume I. 
Von H. Beck ın Bonn. 


Will man konforme Geometrie im Raume treiben, so hat man einen eigent- 
lichen Punkt durch fünf homogene Koordinaten darzustellen, zwischen denen 
eine quadratische Gleichung und eine lineare Ungleichheit besteht. Die uneigent- 
lichen Punkte des projektiven Kontinuum sind zu streichen, an ihre Stelle treten 
&»® nicht eigentliche ‚‚akzessorische‘‘ Punkte, die dadurch erklärt werden, daß man 
die Ungleichheit fallen läßt. Die quadratische Form auf der linken Seite der Glei- 
chung hat den Rang fünf; wıll man Realitätsverhältnissen gebührend Rechnung 
tragen, so hat man ihr den T'rägheitsindex eins beizulegen. 


Habe der eigentliche Punkt die KÄartesischen Koordinaten (£, »,£). Dann 
sind ihm die konformen Koordinaten beizulegen 


:4::3:4 =1l+® +7 +0:28:2n:22 11-2 —? —L. 
Jede andere Darstellung zeigt gewisse Übelstände. Es ist 

(7) 5-1 -%—-ü=0, 
und außerdem x, + 243:0. Die Umkehrungsformeln lauten 


Do ——-, 
n | X x 


Im Falle x, + 2,4 = 0 stellen die x einen akzessorischen Punkt dar. Für diesen habe 
ich folgende Deutung gegeben!): 


Verschwinden nicht gleichzeitig auch z,, &s, &;, so soll dem akzessorischen 
Punkte zugeordnet werden die Minimalebene 


—n+27rı8 +%n +23{ =(), 
wenn aber u +24, = 0, % =2% = 2% = 0 ist, so soll als Bild dieses ‚„‚singulären‘“ 
akzessorischen Punktes die uneigentliche Ebene dienen. 
Auf diese Weise wird die konforme Geometrie in die einfachste Beziehung zur 
Euklidischen Geometrie gesetzt ?). 
Das so erklärte konforme Punktkontinuum ist damit auf eine singularitäten- 


freie quadratische dreidimensionale Mannigfaltigkeit M? des vierdimensionalen 
Raumes abgebildet, und die konformen Transformationen gehen dabei über in die 





!) Auf der Marburger Mathematikertagung 1923. 
2) Näheres darüber in The Tohöku Mathematical Journal 24, (1925). 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. g 
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automorphen Kollineationen dieser M3, deren Gleichung durch (7) geliefert wird, 
wenn man die x als homogene Punktkoordinaten im A, deutet. 

Damit ist die algebraische Seite des Problems der konformen Transformationen 
gekennzeichnet: es handelt sich darum, alle eigentlichen (diese genügen) linearen 
Substitutionen zu suchen, die die quadratische Form 

a -u - a u —ı 
ın sich überführen. 

In sehr eleganter Weise hat diese Aufgabe, sogar viel allgemeiner, Frobenius 
gelöst !). | 

Sei $ die Matrix der quadratischen Form, $ die konjugierte Matrix ($ = S). 
Aus den Veränderlichen &,, X; - - +, %n bilde ich die singuläre Matrix X, in der alle 
Spalten außer der ersten mit Nullen besetzt sind. Dann ist XSX die quadratische 
Form, eine lineare Substitution schreibt sich X’= UX, und sie führt die Form $ 


über in Ü'SU", Sei weiter +0. Aus 

(hS + T)(hS — TY'S(h$s + TJ'(hS—T)=P, 

(hS + T)(hS — TJ"T(hS + TY'(hk$ — T)=Q 
folgt, wenn man die erste Gleichung mit k multipliziert, und dann die zweite 
addiert bzw. subtrahiert 

P=9S, 0=T. 

Setzt man jetzt noch die Matrix 7 als schief symmetrisch voraus, (”= — T) 
so hat man in 


’ 


U=(hS — T)"(hS + T) 
eine lineare Substitution der Form $ in sich: 
X’ = (h$S—T)"(hS-+T)X 
Nun sagt Frobenius ?), daß so nicht alle (eigentlichen) Substitutionen dieser 


Art gefunden werden, auch nicht, wenn man h gegen Null konvergieren läßt. Das 
ist nur bedingt richtig. Ich behaupte, daß in der nur wenig abgeänderten Formel 


(h$—T)X'=(h$S+T)X 
sie sämtlich vorhanden sind, soweit sie eigentlich sind. 


Meine Abänderung in der Schreibweise zeigt, daß die Frobeniussche Lösung 
unfertig ist. Daher rührt auch ihre Eleganz. 


Es sind jetzt nämlich noch n Systeme von linearen Gleichungen zu lösen, und 
diese gehören zu jenen, für welche die in der Cramerschen Regel auftretenden Deter- 
minanten einen Faktor gemeinsam haben. Damit ist aber der Matrizenkalkül am Ende 
seiner Kraft angelangt, das Problem ist streng genommen nicht erledigt; der Grenz- 
übergang zu A>0 ist Frobenius nicht gelungen. 

Weiter geführt hat dann Lipschitz die Aufgabe®). Ziemlich unwesentlich 
ist, daß er S als Einheitsmatrix voraussetzt. Seine Ausführungen geben de facto 





!) Crelles Journal 84, (1878). 
2) S. 48. 
*) Untersuchungen über die Summen von Quadraten. Bonn 1886. 
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eine Methode zur Lösung solcher pathologischen Systeme, obwohl ihm die Einsicht 
in diesen Sachverhalt fehlte (diese Behauptung läßt sich beweisen!). Er hat dann 
seine Ergebnisse in kurze Formeln gebracht unter Benutzung gewisser Systeme 
komplexer Zahlen, — ähnlich später Vahlen!). Letzterer kommt mit einer Formel 
aus; Lipschitz braucht deren 2”-!, wo n die Anzahl der Quadrate seiner Form ist. 
Beide Autoren haben aber ein ungeeignetes Zahlsystem zugrunde gelegt. 


Etwas besser ist der Lösungsversuch von Cartan ?) gelungen. Indessen ist 
er nur scheinbar zu einer einheitlichen Formel gelangt; er benutzt nämlich ein 
Zeichen, welches in verschiedenen Bedeutungen gebraucht wird, in wievielen, 
wissen wir nicht zu sagen; in dem hier vorliegenden Falle (n = 5) sind es vier (Jede 
konforme Transformation im Raume läßt sich als Aufeinanderfolge von höchstens 
vier Inversionen darstellen). 


Sieht man von den hinreichend bekannten Fällen n = 2, 3, 4 ab, so kommt 
man mit n = 5 gerade zu unserm Problem. Dieser Fall nimmt gegenüber den fol- 
genden eine gewisse Ausnahmestellung ein. 

Wir werden zu einer einheitlichen Darstellung 
der konformen Transformationen gelangen, mit Hilfe eines Systems komplexer 
Zahlen in sechzehn Einheiten. Mit diesem System läßt sich alles bewältigen, was 
die Geometer an Transformationsgruppen bisher beschäftigt hat. Man braucht zur 
Darstellung der konformen Transformationen dann sechzehn homogene ?) Parameter, 
die zehn quadratischen Gleichungen genügen. Aus irgend elf dieser Parameter lassen 
sich die übrigen fünf eindeutig ermitteln; trotzdem kann man nicht mit elfen aus- 
kommen. Äußerst merkwürdig ist, daß sich die Zahl der quadratischen Bedingungen 
auf fünf reduzieren läßt. 

Im ersten Abschnitt wollen wir lediglich die algebraische Seite der Angelegen- 
heit behandeln. — Eine invariante Darstellung der konformen Transformationen 
mit den Hilfsmitteln der Aronholdschen (bzw. Komplex-)Symbolik wird die Disser- 
tation von Frl. Fröhlich bringen. 


1. 

Die lineare Substitution ‚ 

(1) % = Cu (,t=0,1,2,3,4) 
(Einsteinsche Bezeichnung) habe den Eigenwert — 1 nicht, d. i. die charakteristische 
Gleichung soll keine Wurzel — 1 haben. 

Dann läßt sich das System 


(2) try = HH + 





1) Math. Ann. 55 (1902). Vahlen liefert, genau genommen, einen Existenzbeweis. 

2) Franz. Enzykl. I. 5. Nombres complexes. S. 464—465. 

3) „Die Ausführungen auf S. 43—48 meiner Arbeit enthalten aber eine dringende Warnung 
an die Geometer, sich mit dem homogen machen zu begnügen. Dies liefert nur zufällig für n= 3 
alle Substitutionen von S in sich, nicht aber für n >3.* (Frobenius an den Verf. am 14. März 1915) 
Daraufhin hatte Verf. damals das Problem liegen lassen, 


y* 
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eindeutig nach den x insofern auflösen, als sich diese linear und homogen durch die 
x + x ausdrücken. 

Schreibt man demgemäß 

(3) 2yo%; = YolX; + %) — Yyulaı + 20), (y0 #0) 
so ıst die Determinante von Null werschieden 


Yo — Yo — Yo Yo — Yo u 
— ma: 70 7 70 0 TR | 
(4) | a —Yaı Yo—Ya ee; — Ya | F0. 
Tr = Zu —- FR: 28° 288 — Y3a | 
— Yo I — Ya2 — Ya Yo Ya 


Wegen 
22; = (5; +2) — (25 — %;) 
wird ferner 


(5) yolz; —%) = Yılı + &) 
und hieraus folgt 
(6) Yoli — Ya = YoXi + Yrkı- 


Die Determinante in (4) ist zugleich die Resultante der links stehenden 
Linearformen. Man kann also (6) nach den x’ auflösen, und erhält die Formeln (1), 
wo die c;. jetzt durch die y ausgedrückt sind. In dieser Weise erhält man alle line- 
aren Substitutionen, die den Eigenwert — 1 nicht haben. Ist umgekehrt das System 
(6) mit der Bedingung (4) gegeben, so lassen sich alle Schritte rückwärts vollziehen: 
die Substitution (6) hat den Eigenwert — 1 nicht. 


2. 
Die lineare Substitution (6), (4) soll jetzt die quadratische Form 
(7) 2-3 —-3 —1 


in sich selbst überführen. Multipliziert man die Gleichungen (5) mit 
(25 r %); — (21 no 2); en (23 + 23), —(1 E: 23), — (24 nu %4) 
und addiert, so erhält man als notwendige und hinreichende Bedingungen 


(8) =, ar um Va (,k,l=1,2,3,4), 
und die Determinante in (4) nimmt den Wert an 
yoN(y), 


wo 
Ny)=yo+ rl Yo Ye — Yo Yoat Yiet Yist Yiat Yist Yaat 93a) 
(9) + (YızYaa + YızYaa + Yır Ya)” 
—(Yoa Ysa + Yos Yaa + Yoa Yas)” — (Yoı Ysa + Yos Yaı + Yoa Yı3)? 
—(Yoı Yza + YoaYaı + Yoa Yı2)“ — (Yoı Yes + YoaYsı + Yos Yı2)? 
ein Aggregat von (uadraten ist. 

Jede lineare Substitution der quadratischen Form (7) in sich, die den Eigen- 
wert — 1 nicht hat, läßt sich so darstellen, umgekehrt gibt das System (5) mit den 
Bedingungen (8) für 9, (y) #0 immer eine lineare Substitution der quadratischen 
Form (7) in sich, die den Eigenwert — 1 nicht hat, 
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Spuren des dem Bisherigen zugrunde liegenden Gedankens, der bei Lipschitz 
eingehend ausgeführt ist, lassen sich bis auf Hermite zurückverfolgen. 


67 
Ich ändere jetzt die Bezeichnung und setze 
10) »=U Yo >= Yo = Wo = Ur Ya — Ya Yu = — Ur: 
Ferner kürze ich fünf Pfaffsche Aggregate ab: 
AA, Mr Ya Yzı Be Us Yon Die Ara Us; = (0), 
aa, + Uoz Az + Uos Urt Aga U; =(, 
(11) AN, Ben, Ayı Az en Ups Ayı 2 Aa Yıs =(), 
A, ” Ayı Aut oz Ugı + Aa Ara = 0, 
AU, — Ayı As — Up Azı — os Ara = 0. 
Die hierdurch neu eingeführten Größen W,. A, Ar, Az, U, genügen noch den 
weiteren fünf Gleichungen 
(12) Ad = 0, 
(wenn man W,; = 0 setzt), ein Punkt, der von entscheidender Wichtigkeit wird. 
Aus N(y) wird jetzt W@N (N), wo 
(13) NM WU — Ar — U Wu + Mt Wat ut Wit + U 
+ MM MR —% 
gesetzt ist. Das System (6), (8) lautet dann so: 


A at Aoızı + Moata + Aoarz + Aa = AU Lo — Unrı — Aogke — Ayzrta — Aate’ 
Arte HA 27 — Ararz — Aazz — Uarı = Mrto + A 2 + Arzra + Aıtz + Ayszaı 
(14) Yo220 + Ar FA 23 — Mggrz — Vgarı = Moto —Aratı FA Lat Aastz + Ngara, 
Aoaro + Arzrı + Agsrz + U 23 — NMgatı = — Uoaro — Yıztı —Aast +U 73 + Azazı, 
Una + Ararı + Aoarz + Ars +A 2 = Moaro — Yratı —Yoale — Az FA Xu 
Y+0, NM+0. 
s.4. 


Dieses zu lösende System gehört nun zu denen, für welche die ın der Cramer- 
schen Regel auftretenden Determinanten einen Faktor gemeinsam haben; es ist ein 
schiefes System in der Sprache Cayleys. 


Demgemäß behandelt es Lipschitz weiter. 


Man nimmt aus den fünf Gleichungen (14) irgend drei heraus, multipliziert 
sie mit geeigneten Koeffizienten, addiert dann und spaltet den Faktor W ab. Bei- 
spielsweise wird die nullte, erste und zweite Reihe mit W,., Nys; — Yo multipliziert. 
Auf diese Weise entstehen zehn weitere lineare Gleichungen. 

Endlich multipliziert man die fünf Gleichungen (14) der Reihe nach mit X, 
— A, — U, — VW, — A, addiert, und dividiert durch MV. 

So entsteht aus (14) ein System von im Ganzen sechzehn linearen Glei- 


chungen, deren fünf erste bereits dastehen, während die übrigen elf so geordne! 
werden sollen; 
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(14) 
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Uaro + Aoarı Mrz +A az - Us = Aotot Yoazı — Arte - Aut + U az,, 
Azzo + Üpszı Aa Urs + Az = Arsto + Hatı + A ar — Urt — 4 2x, 
Aare + Hari + A3sz Az Urt Arakot Aoazı Ast +4 203 — Uızı, 
Ur + Aa FÜ Us Ar Agto—Ualı + Ast — Wars + A ızı, 
Ur —U 3X + Ara + Az Ur = Aratot+ A sarı + Mate —U 1% — Xoatı, 
Ur + Aerır - Ar + A Mara NMsaro — U arı + A ira + Ayarz — Wosrı, 


FR; J [4 ’ D a 
H-H- HH -H-U= WA m nz —U 2, 
R er >, Fr 
U, Lo —n U, L] — AUzara + Usarz — Urt U, Lo + A o7ı ar Azırz r UzıXz ee Ursr,, 
) [4 
W, x un a Agarı ni A, 2 Base‘ Aarz + YUsrı mm W, To + Azırı + U, Lg — Alatz + A324, 


Az 29 — Agazı + Harz — U 23 — Aarı = — Az Lo — Aparı + Aralz + U 2a — oz, 
U, “ —- Ugsrı ps Y]s3Xa + WoX3 . U, % u A, Lo -r Usgrı En Ws3Xa + Ul2rz no. A, 44 
N 2. 


Aus dem so vervollständigten System (14) lassen sich nun die Koeffizienten 


c; in (1) leicht ablesen. Will man etwa die c„ haben, so multipliziert man die 
sechzehn Gleichungen der Reihe nach mit 


A, —Ayıs — Ups — os; — Ua Urs, Us, Ya YUzs, Up Uza, U, —,, —4,, —4;, — U, 


und addiert. Dadurch bleibt links nur N(W)x, übrig. Man erkennt, daß alle c,;. den 
Nenner N(X) erhalten. Ich halte es nicht für überflüssig, die einzelnen Koeffizienten 
herzusetzen, einmal, weil die konformen Transformationen wichtig genug sind, 
dann aber, weil ich glaube, daß Lipschitz nur durch Unterlassung dieses Schrittes 


verhindert worden ist, das Problem restlos zu erledigen. 


No = WM FA EEE FE FE FF EFT FÜ FE FEN 
NA) ec = AHA Mr As U MU MEET EEE -W- UM HN 
(Meg = WW + WWW Mt MW WE ÜHFU-MEIMHN 
Mey = WM MU WEM HM HE EMULE WA, 
Mey = WR Ur — Ws + Wi + We + Me MM EEE HÜTE EN 


N(X)lcyı + Co 
NA) (co — Cıo 
N(A)(cog + Cao 
N (U) (Cog — C20 
N (U) (cos + Czo 
N (A) (cos — C3o 
N(U)(coa + Co 
(15) N (A) (cos — Co 
N(A)(cıa + Ca) = 


4 
NA) (ca — Ca) = 4 
NA) (cıs + 65) = 4 
4 
4 


4 \ AA IE. AAzı ver} Az Ass Fr AU Az } ) 
4 - Ad + oa Aıa + AUos Aus + Urs Ara I» 
{ > ANg: + Ar Aza + AzYuı + Ws I» 
(+ A, 7 Ayı Apı + AUos Ars + Ugs Apı }» 

1 — AUG — U Age — AA WE } » 
Ay —UÜUz + Mor Azı + Az Age + Ana Asa } » 


ul Wwul u  wuuh  wuuh  wuh wuuhl  uh 
I 


N Bu A, U, + Aodleo ya Urs Ars He Ya Uza } ’ 
AUS + MU Aza — Az Azo — Au Xos } » 

{ TR A, U, Fe Ayo YXzo 5%, YUrnYAze ER Ur Aza } ’ 
{ As ap UAzı nz Ad; + AUGE } ’ 
N 
N 


N(U) (cı3 — Czı) = 
NA) lc + Ca) = 4 
NA lea — Ca) = 4 


1%, A, A, + AroYlso ar‘ As Aus ES Yıs Aus } ’ 
AU + AA — Az Age — Az Xo2 } ; 





m 5. 
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N(U)(Cgz + 32) = Ar —ÜUz + Ayo Azo — Azı Azı — Ara Asa } , 
N(U) (Ca — 632) = 44 MUgg + A Ara — A Ayo — Uu%ı } ; 
N(U)(eza + Ca) = At — WÜU + Are Age — Azı Aaı — A Aus } , 
N(U) (Ca — Ca) = 41 MA — UL + UAzo + WAsı } ; 
N(U)lCza + Ca3) = At AU + Az Ago — Azı Yyı — AzeYıa } ; 
N(A)lezg — Ca) = 4 | MUza + A Aız — Ar Ago — A Noı }- 


(15) 


S 6. 


Y+0, NA) FO 
alle linearen Substitutionen der quadratischen Form (7) in sich geliefert, die den 
Eigenwert — 1 nicht haben. /ch behaupte nun, daß die c, in (15) auch dann noch 
die Koeffizienten einer solchen Substitution sind, wenn A = 0 ist!); (sie hat dann den 
Eigenwert —1). 

Es ist das ohne Weiteres klar, wenn nur N(W) +0 ist. Es soll aber gezeigt 
werden, daß das System (14) auch für X = 0, N(WX) #0 noch eindeutig lösbar ist. 

Sei etwa X = 0, WU, +0. Dann nehme ich aus (14) die erste, nullte, fünfte, 
sechste, siebente Gleichung. Diese bilden kein schiefes System, aber das läßt sich 
leicht erreichen, wenn man die letzten drei dieser Gleichungen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen nimmt, und rechts als Veränderliche nicht x,, £j, 2a, X3, X, sondern 
(— 29); (— 21), &g, Xg, X, ansieht. Dann haben die fünf Linearformen sowohl links 
als auch rechts die Resultante — W,N(A) +02). 

Entsprechend verfährt man, wenn auch W,, = 0 ist; es sind dann noch vier- 
zehn Möglichkeiten zu betrachten; in jedem Falle, wenn nur N(W) + 0 ist, ist das 
System (14) eindeutig lösbar. 

Daß in der Tat der Größe A keine Ausnahmestellung vor den Q;,, WU; zukommt, 
zeigt folgender Satz, mit dem wir an den Kern des ganzen Problems gelangen: 

Es gibt sechzehn Substitutionen der sechzehn Größen W, W;., W;, die das System 
(14) als Ganzes stehen lassen. Jede dieser Substitutionen vertauscht die zehn Glei- 
chungen (11), (12) untereinander. 

Deutet man die W, W;, W; als homogene Punktkoordinaten in einem A,,, 
so bestimmen die zehn Gleichungen (11), (12) eine Mf?,, und die genannten sechzehn 
Substitutionen werden involutorische Kollineationen, und bilden eine Gruppe; 
hier interessiert uns nur, daß die sechzehn Größen W, W;., A; als miteinander gleich- 
berechtigt erscheinen. 

Lipschitz erklärt die Größen W; so: 


A, = D) PO) Pi + Ws Ass + D) PR), PR . A USW,, 
dazu ist A +0 erforderlich; die Gleichungen (11) sind erfüllt, das System (12) ist 
dann eine Folge von (11). 


Damit sind für 





1) Daß Lipschitz das nicht bemerkt hat, ist kaum faßlich, und wohl nur dadurch zu erklären, 
daß er die Koeffizienten nicht explizite hingeschrieben hat. Er behält die Forderung A=F0 bei, und 
muß dann zu fünfzehn weiteren Darstellungen greifen. 

2) Aus der letzten Bemerkung folgt, daß die Substitutionsdeterminante |c,,| von Null ver- 
schieden ist. | 
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Statt dessen schreibe ich 
AA, — AzAzı — Ars An — Aula; = 0 usw.; 
eine sehr geringfügige Abänderung von ziemlicher Tragweite. Die NW; lassen sich 
für X = 0 aus (11) nicht mehr berechnen; dafür erhält das System (12) jetzt selb- 
ständigen Charakter. Es ist also wohl wahr, daß sich für X = 0 die ; nicht mehr 
eindeutig berechnen lassen, wenn die 4, gegeben sind; aber es kommt auch nur 
darauf an, daß sich aus dem System (11), (12) aus irgend elf der sechzehn Größen, 
von denen eine von Null verschieden ist, die fehlenden fünf eindeutig ergeben. 


Nur? 
Die erwähnte Gruppe sechzehnter Ordnung schreibe ich so: 
(16) 
&E Er En Eu 22 FE > TB > 7 se 2 7 Be 77 77 E&o € € € 
E 3 —EI Erg Er O3 Er Er Eu Er —E € € E&o Ey 824 
Ep 2 E Egg ig Er —% & 3 En —Eg —E TE 5 E14 
Ei 3 Ei * ig & Er 8 Ei Ei 8 €z Ed Eu © 
22 7 a 77 Be 2 7 |. € Er 8 &o € TE Ey —En 
Be WE Do, Ei Ei iu Ao 3 3 TEN a 9 —& &9a 
FA. ln. Sn EG 39 Ea —E Eu Ed 39 E53 Eu —% 
u Fee Wem, ee m  Taae, Eo Ep 39 Ei 3 Teig 8 Egg 802 
& Eos En 81 eig ER 8 —E Te Tr, m 
—&3 Eu 8 En Era En Era Eu —E E9z eig TE 8& &o1 
& 8 Egg 803 € Ei Er Ex Er —E ve Fo U 
x 
un Msn Emm sn Fl 3 Ya Te We rn E —Eg —Egdn E03 
un Wine Gi Ta en Akne. Ye Ed Eon Em &y —E Ep € 
Ea —E En € Ei TE 3 Ea —E —E —En Epg En —E E93 
mE Eu —&o ER Ed Ei ER 8 Er —& ii 
Es Ei: Ei — "Tr in 8 Eu  & € Ed Er Era 894 


Hier ist weil das Schema sogleich noch in anderer Bedeutung verwertet werden 
soll, überall e statt A geschrieben. Die erste Reihe enthält die identische Substi- 
tution; die zweite Reihe ist, wie üblich, zu lesen: Es soll ersetzt werden 


A durch Wyı, Wo durch A, My durch — N, usw. 


8. 


Die Tafel (16). sei jetzt die Multiplikationstafel !) eines Systems höherer 
komplexer Zahlen in sechzehn Einheiten; es sei 


(17) A u We E= Uoıkoı -1- AoaEoa n. RR 4 Weg 4 Uc- 





1) D. i. es sei etwa Egıdog = — E25, Eoakoı = + Ei. So daß der erste Faktor die Reihe, der 
zweite die Spalte des Produktes bestimmt. 
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Als konjugiert komplexe Zahl X zu X werde die bezeichnet, die aus X bei Vor- 
zeichenänderung (nur) der U, hervorgeht !): 


(18) A Ne — Agrcoı — Vozea — — Azacsa + Voco + Arcı + Aoez + Azez + Acı- 
Dann ist 
(19) V-A=W-N = NN) -Ee= NN), 


da e mit der Zahl 1 identifiziert werden darf. N(X) heiße die Norm von VW. Aus 
A-B=-B- I 


folgt noch 

(20) NA -8) = N(W) - N(8); 
setzt man 

(21) z = Ip&o + Fıkı + Faka + Igkz + Iakı; 
so läßt sich die quadratische Form (7) so schreiben: 

(7 a) Na)=5 - ii -——-3—ı. 


Damit lassen sich die eigentlichen?) Substitutionen der quadratischen Form 
(7) in sich in die kurze Formel ?) zusammenfassen 


(22) "AN N NA) +0, 
und die uneigentlichen heißen 
Vi=—iN. 
Die Formel (22) stellt, sobald man die x als homogene Punktkoordinaten 
deutet, die konformen Transformationen im AR, dar. 


S9. 


Ich behaupte, daß unsere in (22) zusammengefaßten Formeln (1), (15) alle 
eigentlichen Substitutionen der quadratischen Form (7) in sich liefern. Den Weg 
zum Beweis zeigt $ 6 an der Stelle, wo ein Gleichungssystem schief gemacht wurde. 

Betrachten wir einmal die speziellen Substitutionen 


(23) ef =4+8, "IE 7 2 SR uf =r-8. 
Die erste ist die identische; die folgenden zehn entstehen daraus durch Änderung 
zweier Vorzeichen. So heißt &, 2” = 2 e,; ausgeschrieben 
[4 4 ’ 4 14 
Die letzten fünf enthalten jedesmal vier negative Vorzeichen: &,:2 = re, gibt 


’ ’ ’ ’ ’ 
DT ET UT ET ae 





1) Da, wo ein Mißverständnis nicht zu befürchten ist, lassen wir den Punkt über A fort. 

2) Denn für A+0 kann die Substitution nur eigentlich sein, weil eine uneigentliche Sub- 
stitution stets den Eigenwert — 1 hat. Geometrisch gesprochen: Das Quadrat einer Korrelation 
hat die Determinante + 1. 

3) Bei Lipschitz ist das System komplexer Zahlen noch nicht das richtige; er kommt zu einer 
nicht ganz so kurzen Formel 


Ai N, 
wo X, eine neue komplexe Zahl bedeutet (ähnlich bei Vahlen), die mit W nicht invariant zu- 


sammenhängt, und diese Formel gibt nur den sechzehnten Teil der gewünschten Substitutionen. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 10 
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Nun hat Lipschitz gezeigt, daß aus einer unserer Substitutionen, die den Eigenwer!t 
— 1 besitzt, eine solche, die ihn nicht :besitzt, immer dadurch hergeleitet werden 
kann, daß man in einer geraden Anzahl von Spalten alle Koeffizienten entgegengesetzt 
nimmt. 

Habe x; = b,.x; den Eigenwert — 1, dagegen 


y; = — djoYyo — BirYyı + bieYa + biaya + Biaya = dieyı 
nicht. Führt die erste Substitution die Form (7) in sich über, so tut es auch die 
andere, und umgekehrt. Die zweite läßt sich aber so darstellen: 


d-V=y-d (+0, N(8)+0). 
Nun ist aber auch y; = b,z., wenn 
= Ye m —Yı Buy BY: Amy 


wenn also nach (23) &e912 =%  &9ı Ist. Man kann also auch schreiben 


Ed yY =2'8,°'9 


Ersetzt man jetzt y’ durch x’, z durch z, &gı ° d durch X, so wird nach (20) N(W) + 0, 
und außerdem X, = 9” +0. Unsere Substitution x; = b,x, ist dann also in der 
Gestalt (22) dargestellt, und wir wissen ferner, daß A = 0 wird. 

Diese Schlußweise hat man noch vierzehn mal zu wiederholen. Damit ist der 
Vollständigkeitsbeweis erbracht. 


8 10. 


Setzt man in (14) für 25 die Ausdrücke c,.x, ein, so entstehen achtzig 
Relationen zwischen den Koeffizienten c und den „Parametern“ %. Diese Rela- 
tionen geben ein bequemes Mittel, bei gegebenen Koeffizienten die Parameter au/- 
zusuchen. (Bequem freilich nur im numerischen Spezialfall; allgemeine Formeln 
— man braucht deren mehrere Systeme — fallen umständlich genug aus (vierreihige 
Determinanten!)). Führt man das für die identische Substitution aus, so werden alle 
W;. und auch alle W, Null, während A =+ 0 ganz beliebig bleibt. Daraus folgt zu- 
nächst der homogene Charakter unserer Parameter ; die Systeme (NW, W;., W;) und (ol, 
oN;., oN;) ergeben (oe 0) dieselbe Substitution. Jetzt kann man sagen, daß zu 
jeder unserer Substitutionen ein einziges Parametersystem (W : A. : W;) gehört. 


g 11. 


Nennt man k-* induzierte Substitution die der (k + 1)-reihigen Deter- 
minanten, so spielt hier die zweite induzierte Substitution eine Sonderrolle. 
Setzen wir nämlich die Gleichung an 


(24) V-U=-LE-W, (NW) +0), 


wo die Größen &, &,, X; den Forderungen (11) (12) genügen, so wird die zweite 
induzierte Substitution geliefert für £=0,%,=0. Es ergibt sich das später auf 
Grund geometrischer Überlegungen ohne jede Rechnung; hier ist dann zu setzen 


X 4 | LE ur 7 


X =| Ye % Yı bs Ko = —| Yı Y Ya | usw. 


(2 
Di 
fo 
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Setzt man andrerseits X =(, %,= 0, so umfaßt die Formel (24) auch unsere 
frühere (22); sie liefert also sowohl die Substitution selbst, als auch ihre zweite indu- 
zierte. Die X bilden, (ebenso wie die W), einen Transformator in der Sprache Vahlens, 
(Geometrisch ist darunter eine Figur von fünf wechselweise senkrechten, in bestimm- 
ter Weise geordneten orientierten Kugeln zu verstehen; im Sonderfalle kann man 
dem Transformator zuordnen einen Kreis, bzw. eine Kugel). 


g 12, 


Aus (24) kann man nun die hundert Koeffizienten der zweiten induzierten 
Transformation sofort hinschreiben; man hat dazu genau so vorzugehen wie in 
$5. Von diesen interessieren uns die in der Hauptdiagonale, weil wir sie für die 
charakteristische Gleichung brauchen. Diese ergibt sich nach Abspaltung des 


Faktors 1 — A (für die Substitution W-=&-W) zu 

(25) ANA) — 4725 RW — (AA)! + 62 MW +(AW — WA) | 

— 470 — (AN) + NM) =0. 

Hier ist gesetzt 

(25 a) (AU) =- WU - U - WM — WU, 
(25b) (WA) = Hr — Wr — As Hu + Wir + Wr + Mt Mt U + Wr 
Diese Ausdrücke sind die Normen für die in $ 11 auftretenden speziellen Trans- 
formatoren (0:0:%,) und (0: W.:0). 

Jetzt liefert die Elementarteilertheorie folgende Klassifikation: 


Il. A£0. 
A. Nicht alle W, verschwinden. 
1. (AA) #0. 


a. (AA)? — 4 AAN) + 0. [ill]. 
b. (AA)? — 4 AAN) = 0. 


a) &,(N) == 0. [221]. 
pP) M=0. [1(11)(11)]. 
2. (AA) = 0. 
a. (AA) FO. [311]. 
b. (AA) = 0. [5]. 
B. Alle W,; verschwinden. 
1. (AA) #0. [(111)11). 
2. (AA) = 0, ohne daß alle W,, verschwinden. 
a. &,(A)==0. [(311)]. 
b. &, (A) =. [(221)]. 
3. Alle W,. verschwinden. [(11111)]. 
1. A=V0. 
A. (AA) #0. 
1. (AA) #0. [(11) 111). 


2. (AA) = 0, ohne daß alle V,; verschwinden. [3(11)]. 
3. Alle W,; verschwinden. [(111)(11)]. 
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B. (AA) = 0. 
1. Nicht alle W, verschwinden. 
a. &,(W) =]: 0. [(31)1]. 
b. &,(W)=0. [(22)1]. 


2. Alle U. verschwinden. [(1111)1]. 


Hierin treten noch zwei Kovarianten auf. Diese haben folgende Bedeutung 
WU MEET - UT TE FINE HH 
+ U + A + Me + Ma) 
(26) — 2 AU A5kokı — 2 Au AgEore — 2 Ur Azskotz — 2 Ur Asskoka 
+ 2(— AoAzo + AaAlgs + AA) Kıla + 
+2 AÜgoYlgo + AzıYaı + AzaYe)Latı- 
Die andere Kovariante heißt 
EA) = 12 WAA)UAg — (AM) {AAze + AU + UA) }} Aoı 
Fr { 2 AAA) Aa + (AA) { A Age r AU YUı Y AU) }} Xo2 ser 
+ t 2 AAA)N,. . (AU) { AU Aza PER Az Yo en A, %3) }} Aa 2 
+ { 2 AAA) Az er (AA) { U 2 SER A, Azo A: A,AG:) } Xy4- 
Über ihre geometrische Bedeutung wird eingehend zu reden sein. 


(27) 


S 13. 
Legt man den W, WU, U; irgendwelche Werte bei — für die N(WX) +0 
ist —, so braucht die komplexe Zahl X kein Transformator zu sein. Es ist dann 
wohl noch W-8 = 8: X, aber es braucht nicht mehr X- X = N(X) zu sein, nicht 


mehr A’ —= :N(W) usw. Im allgemeinen ist dann nämlich X: gar nicht 
mehr skalar. Setzt man ! 


(28) 1-A=E, 
so wird nämlich 
e=-NN, &=0, 
(7 - 2 (A U, + Ayı Yı + Und; + Und; + Urdu Zip Ur Azı =) Us Ase 7 Au dlz;) ’ 
C, = 2(UA + A A — AaAlz — Az lg — AU + AoaAza + AosAız + As Alzs) 
(28) ß, vn. 2 (Ayo + Aadı + AU U, Br U; ie; Ad, er Urı Aza De Urs Ası Ten Uyı Az) ’ 
d, = 2 (As F Ars ı + AN, +U U; © Az, T Ayı Ara * AUoa Auı 2 Aya Aı 2) ) 
G, u; 2 (Ayo + Aadı + Au; + Azul; eu A A, ke + Arı Ars ny Un Azı Eichen Urs Ar) u 
Ist aber X - X skalar, sö bräucht auch noch nicht X: W= N(X) zu sein, es 
sind dann wohl die Gleichungen (12) erfüllt, aber nicht notwendig auch (11). 
Auch aus X-A=W- braucht noch nicht X: A = N(W) zu folgen. 
Es gilt indessen der merkwürdige Satz: 
Ist AA skalar, so ist es für das Bestehen der Gleichung 
V-A=-H-A=NM 
hinreichend, daß N(W) #0 ist, 


Di 
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Vorausgesetzt wird also außer N(W) +0 noch 

(29) =. 

Sei weiter W+0. Betrachtet man außerdem noch die W,. als bekannt, so lassen 
sich aus (11) fünf Größen 4; so berechnen, daß das System (W, W;, W;) einen 
Transformator bildet. Dessen Norm sei N(X). 

Aus (29) sollen jetzt die W,; berechnet werden. Schaflt man demgemäß in 
jeder der fünf Gleichungen die drei letzten Glieder nach rechts, so kann man rechts 
AA; schreiben. Links erkennen wir aber sofort die Struktur der ersten fünf Glei- 
chungen (14) (linke Seiten!). Die Determinante wird W®N (X). Das System hat 
stets die Lösung U; = W,. Soll es weiter keine geben, so muß N(W) +0 sein; 
daraus folgt dann auch N(N) + 0. 

Gibt es noch andere Lösungen A; = W; + D,, so wird wegen N(W) = 0 


N(W) = 2 (Ad, Pe A,D, TE A,D, ER A,D, =, A,D,) + (DD). 


Die ®, genügen jetzt dem homogenen System 
AD, + UDd = 0, — AD, + AD; = 0. 


Multipliziert man mit W,; und addiert, so verschwindet der erste Summand 
von N(X), verfährt man ebenso mit den Multiplikatoren ®,, so erkennt man, daß 


auch der zweite Summand von N(X) verschwindet: Aus N(W) = 0 folgt, daß auch 
N(X) = 0 ist. Vorher war gezeigt, daß aus N(WX)+0 auch N(A) +0 folgt. 
Daher kann man umkehren: Ist N(Q) +0, so ist auch N(WX) +0. Dann hat 
das System (29) nur die eine Lösung X; = ;; damit sind also (11) und (12) 
erfüllt; das System (NW, Wr, W;) bildet einen Transformator, und es ist 


V-A=I- A= NW. — Für Y=0 hat man elf andere Größen als bekannt 
anzunehmen (vgl. $ 6). 


Ss 14. 

Kleiden wir diese merkwürdigen Verhältnisse in die Sprache der Geometrie! 
Deuten wir die W, W, WU; als homogene Punktkoordinanten im A,;,, so stellen 
die Gleichungen €; =0 eine M,, dar, die als Schnitt von fünf singularitäten- 
freien quadratischen Mannigfaltigkeiten M?, erscheint !,. Die Gleichungen (11), 
(12) gaben dagegen eine M?,, die den Durchschnitt von zehn stark singulären 


quadratischen Mannigfaltigkeiten M?, bildete (jede von diesen trug einen singu- 
lären A,): 

Jeder Punkt von M3, liegt auf M;o, aber nicht umgekehrt. Die Punkte von 
Do, die nicht auf M$, liegen, gehören der singularitätenfreien Mannigfaltigkeit 
M7, an, deren Gleichung N(A) = 0 ist; damit entfällt die Möglichkeit, daß M,, 
reduzibel sein könnte. Zu bemerken ist noch, daß es andrerseits auf M7, auch Punkte 
von M;o gibt, die gleichzeitig solche von M?, sind. 





!) Die Ordnung von M,, ist größer als zehn, 
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Es ist also auf zwei Arten möglich, die Gesamtheit der Transformatoren, also 
auch die der konformen Transformationen, durch Fallenlassen der Bedingung 
N(A) +0 zu einem abgeschlossenen Kontinuum zu ergänzen. 


s15. 
Sind in der quadratischen Form 

AuK;Kı 
die Koeffizienten nicht spezialisiert, so läßt sich die Ermittlung der linearen Sub- 
stitutionen, die sie in sich überführen, ebenfalls so vollziehen, wie wir es gezeigt 
haben. Aus den fünf Gleichungen, die man aus dem Frobeniusschen Ansatz erhält, 
lassen sich elf weitere Gleichungen genau so herstellen, wie in $4, d. i. unter Benutzung 
derselben einfachen Multiplikatoren. Dieses vervollständigte System ist aber 
nicht mehr so einfach lösbar, wie das entsprechende in $ 5, vielmehr hat man zur 
Ausrechnung irgendeines x; sechzehn außerordentlich kompliziert gebaute Multi- 
plikatoren zu verwenden; dabei treten Unterdeterminanten von zwei, drei, vier 
Reihen auf, die z. T. zu elfgliedrigen Aggregaten verbunden sind. Der Ausdruck, 
der an die Stelle von N(X) tritt, enthält 1 +55 + 15 Glieder. Es darf also wohl 
ausgesprochen werden, daß wir von der restlosen Erledigung des Problems der 
linearen Substitutionen einer quadratischen Form in sich zurzeit noch weit 
entfernt sind. 





Zu 











Zur natürlichen Geometrie einer zehngliedrigen Gruppe 
von Berührungstransformationen der Ebene. 


Von Gertrud Wiegandt in Dresden. 


In einer seiner neueren Arbeiten (,‚Zur natürlichen Geometrie einer Gruppe 
von Berührungstransformationen‘ Leipz. Ber. 25. II. 1924) beschäftigt sich G. 
Kowalewski mit der natürlichen Geometrie der Gruppen von Berührungstrans- 
formationen. 

Bezüglich des Begriffes „Natürliche Geometrie einer ebenen Transformations- 
gruppe“ sei auf die grundlegende Arbeit von G. Pick: „Natürliche Geometrie 
ebener Transformationsgruppen“ (Sitz. Ber. d. Wiener Akad. Math. Phys. Kl. 1906) 
verwiesen, in welcher dieser den von Cesäro für die Gruppe der Bewegungen ge- 
schaffenen Einzelfall auf jede beliebige endliche kontinuierliche Gruppe von Punkt- 
transformationen der Ebene erweitert. Der von ihm eingeführte Begriff der ko- 
varianten Koordinaten ist später präcisiert und die ganze Theorie durch neue 
Begrifisbildungen erweitert und bereichert worden; desgleichen wurde die Methode 
zur Berechnung der neugeschaffenen Größen ım Fall einer gegebenen Gruppe zu 
einem hohen Grade von Einfachheit geführt. In’beiden Richtungen sei besonders 
an die Arbeiten von G. Kowalewski erinnert, die im Anschluß an Ideen von E. 
Cartan entstanden (E. Cartan: „La structure des groupes de transformations con- 
tinus et la theorie du triedre mobile‘, Bull. des sciences math. 1910); sie waren 
zunächst der Verbindung der natürlichen Geometrie ebener Transformationsgruppen 
mit der Lieschen Gruppentheorie gewidmet und haben sich dann zum Ziel gesetzt, 
mit Hilfe neu geschaffener Begriffe und durch Anwendung sinngemäßer Operationen, 
wie später noch näher erläutert werden soll, vereinfachende Methoden zur Be- 
rechnung der Fundamentalgrößen zu finden. Die vorliegende Abhandlung hat es 
sich zur Aufgabe gestellt, den Erfolg dieser Arbeiten und die Fruchtbarkeit der 
neuen vereinfachenden Methoden an einem Beispiel, der zehngliedrigen irredu- 
ziıblen Gruppe von Berührungstransformationen der Ebene, zu zeigen. 

Die Übertragung der Ergebnisse der zunächst nur für Gruppen ebener Punkt- 
transformationen aufgestellten natürlichen Geometrie auf Gruppen ebener Berüh- 
rungstransformationen ist von G. Kowalewski in der anfangs erwähnten Arbeit 
durchgeführt. Die Grundlagen für diese Durchführung sind schon in einer Arbeit 
vom 41. VI. 1923 geschaffen worden (,Invariante Differentialgleichungen und 
Differentialinvarianten bei Gruppen ebener Berührungstransformationen‘, Leipz. 
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Ber. 11. VI. 1923), und zwar durch Einführung des wichtigen Begriffes der Pfafj- 
schen Grundinvariante einer Gruppe von Berührungstransformationen. Die Pfaff- 
sche Grundinvariante nimmt bei Berührungstransformationen die Stelle des bei 
Punkttransformationen auftretenden invarianten Flächenelementes ein. Ein in- 
variantes Flächenelement kann man sich vorstellen als simultane Invariante eines 
Kurvenelementes und eines den Punkt (x, y) dieses Elementes umgebenden infini- 
tesimalen Gebietes, das man sich als Paralleloegramm dxöy — dyöx mit der Ecke 
(x, y) denken kann. Eine solche Invariante kann bei Berührungstransformationen 
deshalb nicht auftreten, weil hier wohl Elementverein in Elementverein, aber nicht 
Punkt und benachbartes Gebiet in Punkt und benachbartes Gebiet verwandelt 
wird. Wohl aber gibt es bei r-gliedrigen Gruppen von Punkttransformationen 
sowohl als auch von Berührungstransformationen ein niedrigstes invariantes Bogen- 
element, d. h. eine Invariante des Kurvenelementes e,_s in Verbindung mit einer 
infinitesimalen Tangentialstrecke, von x, y nach x + dx, y + y,dx laufend. Hier 
wie im folgenden sei unter dem Kurvenelement e,_s ein Element (r — 2). Ordnung 
einer r-gliedrigen transitiven ebenen Gruppe G, von Berührungstransformationen 
verstanden; es enthält also die Koordinaten x, %, Yı,- - -, Ya, wobei %,- » -, Yr_. die 
(r —2) ersten Ableitungen von y nach x bedeuten. Man braucht diese Kurven- 
elemente, wenn man die infinitesimalen Transformationen der r-gliedrigen Gruppe 
in der bekannten Weise auf die Ordnung (r — 2) erweitert. 

Es war nun G. Kowalewski im Verlaufe seiner Untersuchungen gelungen, 
die invarianten Bogen- und Flächenelemente ebener transitiver Gruppen von 
Punkttransformationen vollkommen integrationsfrei aus den infinitesimalen Trans- 
formationen zu gewinnen. Der grundlegende Gedanke, der zu dieser neuen Berech- 
nungsweise führte, ist der der gemischten Gruppenerweiterung; darunter versteht 
man die gleichzeitige Einwirkung der infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
G, auf ein Kurvenelement (o — 2). und ein solches von (a —2). Ordnung (o-Fo =[r), 
wobei auch Kurvenelemente nullter Ordnung, also Punkte, zulässig sind. Beide 
Kurvenelemente sind dabei gleichwertig, und nur zur Unterscheidung wird im fol- 
genden das eine mit großen, das andere mit kleinen Buchstaben bezeichnet. Auf 
Grund dieser Methode und mit Hilfe neuer wichtiger Sätze ist die integrationsfreie 
Berechnung der invarıanten Bogen- und Flächenelemente, der Relativkoordinaten 
sowie der niedrigsten ungemischten Differentialinvariante bei Gruppen ebener 
Punkttransformationen gelungen. 

Bei Gruppen ebener Berührungstransformationen tritt nun an Stelle des 
invarianten Flächenelementes die schon oben erwähnte Pfaffsche Grundinvariante. 
Beweise für die Existenz dieser Invariante sind in zwei neueren Arbeiten von 
G. Kowalewski (‚‚Invariante Differentialgleichungen und Differentialinvarianten 
bei Gruppen ebener Berührungstransformationen‘“, Leipz. Ber. 11. VI. 1924; „Zur 
natürlichen Geometrie einer Gruppe von Berührungstransformationen‘, Leipz. 
Ber. 25. II. 1924) gegeben, und zwar in der ersten der zitierten Arbeiten für unge- 
mischte Gruppenerweiterung, in der zweiten in ganz allgemeiner Form. Die In- 
variante läßt sich im ersten Falle schreiben in der Form 


y(er-2) (dy — yı da), 








Ww 


ei 


zu 


. 2: 
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wo yein Ausdruck in x, Y, %1, - - -, Yr—2 ist; dem Existenzbeweis wurden die endlichen 
Gleichungen 
x = Fix, y, Y1 41, °*", @,) y'= G(z, Y, Yı, 4, * * ', @,) 
Yyı = Hz, Y, Yı, @1, * * ', Q,) 
einer r-gliedrigen transitiven Gruppe G, von Berührungstransformationen der 
Ebene sowie die bekanntlich bei Berührungstransformationen bestehende Beziehung 


dy’ — yı da = 0(&, Y, Yı, Q1, ° ° , @r)(dy — Yı de) 
zu Grunde gelegt. Im ganz allgemeinen Falle lautet die Pfaffsche Grundinvariante 
y(er, B)(dy — yı da), 
wobei e; ein x, %, y, enthaltendes Kurvenelement und 8 ein so beschaffenes Gebilde 
sein muß, daß die Paare e;, B durch die Gruppe einfach-transitiv vertauscht werden. 
Man erkennt, daß die ungemischten Pfafjschen Grundinvarianten Spezialfälle 


dieser allgemeinen Invariante sind. In derselben Weise läßt sich die Existenz einer 
allgemeinen Invariante von der Form 


o(er, B)dx 


nachweisen, von welcher die ungemischten niedrigsten invarianten Bogenelemente 
Spezialfälle sind. 

Es ist nun möglich, unmittelbar an den Aufbau einer natürlichen. Geometrie 
der zehngliedrigen irreduziblen Gruppe G,, von Berührungstransformationen der 
Ebene heranzugehen, welche folgendermaßen lautet: 





0 1 , 
p 1 ara ZI tr Ph YPrzyg 
öl | 1 2 1 2 1 D) 
(Go) JP rag +yı91 Ya 3 HN DaÜPp tray + yq 
1 


(zu Ze k 22y,)P 7 („ 06: . 2’y})q Y (9%: 5 2y%) 9 











Die hier aufgeschriebenen 10 infinitesimalen Transformationen sind dieselben, die 
G. Noth nach dem Vorbild von Lie (Transformationsgruppen II S. 433) in seiner 
Dissertation (,Diflferentialinvarianten und invariante Differentialgleichungen 
zweier zehngliedriger Gruppen“, Leipz. Ber. Bd. 56, 1904) benutzt hat. Für diese 
Gruppe G,, sollen in der vorliegenden Arbeit die Fundamentalgrößen der natür- 
lichen Geometrie, also das niedrigste invariante Bogenelement und die Pfaffsche 
Grundinvariante, die Relativkoordinaten und die niedrigste ungemischte Differen- 
tialinvariante berechnet werden. Die Arbeit wird sich dabei insofern an die oben 
erwähnte Dissertation von G. Noth weiterführend anschließen, als sich die Berech- 
nung der niedrigsten Differentialinvariante, die von ihm schon aufgestellt wurde, 
infolge der neuen von G. Kowalewski ersonnenen Methoden viel einfacher und ele- 
ganter gestalten wird, als es bei G. Noth möglich war. Außerdem werden auch die 
beiden von ihm bereits ausgerechneten ungemischten invarianten Differential- 


gleichungen unserer Gruppe benutzt werden. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 11 
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I. Relativkoordinaten bei der Gruppe @,- 


Der Begriff Relativkoordinaten ist von G. Kowalewski eingeführt worden im 
Anschluß an Cartan und an die Pickschen kovarianten Koordinaten. Die letzteren 
definiert Pick selbst für eine ebene transitive Gruppe von Punkttransformationen 
folgendermaßen: Kovariante Koordinaten eines Punktes ®(X, Y) in bezug auf ein 
Kurvenelement (r — 2). Ordnung z, %, Yı, - - -, Yr_2 Sind zwei von X, Y, 2, Y, Yy1 - - -, 
%,_2 abhängige Größen u, v, welche erstens die Lage des Punktes ® bestimmen 
und zweitens gegenüber einer auf ® und e,_. ausgeübten infinitesimalen Trans- 
formation unveränderlich sind, wie immer die zu Grunde gelegte Kurve angenommen 
sein mag. Die kovarianten Koordinaten sollen also für eine beliebige ebene tran- 
sitive Gruppe von Punkttransformationen dem entsprechen, was für die Gruppe 
der Bewegungen die auf das System Tangente-Normale einer zu Grunde gelegten 
Kurve bezogenen cartesischen Koordinaten sind. 

Denken wir an ebene transitive Gruppen von Berührungstransformationen, 
so ergeben sich die kovarianten Koordinaten u, v, w, indem die obige Definition 
sinngemäß auf ein Linienelement £,(X, Y, Y,) und ein Kurvenelement (r — 2). 
Ordnung e,_s angewandt wird. Die Kowalewskischen Relativkoordinaten sind 
insofern eine Präzisierung der Pickschen kovarianten Koordinaten, als von ihnen 
gefordert wird, daß sie sich auf X, Y bezw. X, Y, Y, reduzieren sollen, wenn das 
Element e eine besondere Anfangslage e, annimmt. 


Berechnung der ersten Relativkoordinate für die Gruppe Go 


Da unsere Gruppe G,, eine transitive ist, d. h. die Kurvenelemente 8. Ordnung 
transitiv vertauscht, so ist es möglich, bei ihr von den Relativkoordinaten eines 
Linienelementes E,(X, Y, Y,) in bezug auf ein Kurvenelement e;(z, %, Yı, - - -, %8) 
zu reden, wobei diese Verbindung von E, und e; als die nächstliegende und einfachste 
gewählt sein möge. Die Bestimmung der einen dieser Relativkoordinaten, also 
einer gemischten Differentialinvariante der Gruppe G,, zwischen E, und e,, gründet 
sich auf folgenden von G. Kowalewski aufgestellten Satz: Kennt man bei einer 
ebenen Gruppe von Berührungstransformationen ein invariantes Bogenelement w(e,)dx, 
eine Pfaffsche Grundinvariante y(e;)(dy — yıdz) und eine invariante Differential- 
gleichung Yan — P(&n-ı) = 0, letztere von höherer als 2. Ordnung, so stellt der 
Ausdruck 

[Yn — plen-ı)] yo" (n > 2) 

eine Differentialinvariante dar, die sich auch auf eine Konstante reduzieren kann. 
Dieser Satz, der sein Analogon in der Theorie der ebenen Punkttransformations- 
gruppen hat (Kowalewski, Math. Ztschr. 1924), wird zum ersten Male aufgestellt 
und bewiesen in der Arbeit „Invariante Differentialgleichungen und Differential- 
invarianten bei Gruppen ebener Berührungstransformationen‘“ (Leipz. Ber. 11. 
VI. 1923), ein vereinfachter Beweis wird in der oben erwähnten Arbeit „Zur natür- 
lichen Geometrie einer Gruppe von Berührungstransformationen“ (Leipz. Ber. 
25. II. 1924) gegeben. w, y und %n — Yl(&—ı) können dabei ungemischte oder 
gemischte Gebilde sein. 

Eine fruchtbringende Anwendung dieses Satzes ergibt sich besonders dann, 
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wenn, wie das bei unserer Gruppe G,, der Fall ist, zwei ungemischte invariante 
Differentialgleichungen %,. — $(e&_ı) = 0 vorhanden sind und wenn die Ordnung 
des Ausdruckes [y. — Y(&_1)]y®” niedriger ist, als die niedrigste Differential- 
invariante der vorgelegten Gruppe dies verträgt. Denn sind etwa n, und n, die 
Ordnungen der beiden ungemischten invarianten Differentialgleichungen, wobei 
2 <Ny,Ng <r—1 sein möge, so erhalten wir die beiden folgenden invarianten 
Ausdrücke 
[Yn, — Yılen,\ı) yo" und LYn, — Palen,\ı) yo". 

Bei Gruppen G,, welche die Elemente e,_2 transitiv vertauschen, sind nun das 
niedrigste invariante Bogenelement wdz und die Pfafsche Grundinvariante 
y(dy — yıdı) allgemein nur von z, %, Yı, - - -, Yr—2 abhängig, so daß also die beiden 
obigen Ausdrücke von (r — 2). Ordnung sind. Bei Gruppen der angenommenen 
Art muß aber die niedrigste ungemischte Differentialinvarıante von mindestens 
(r — 1). Ordnung seın; daher müssen sich die beiden obigen Ausdrücke auf Kon- 
stanten reduzieren, also muß gelten 


[Yn, — Pılenı) ya" = cı, [Yn, — Palen,-ı) yo" = c, 
oder 
Yn, — Pıln,—ı) = WHY, Yn, — Palen,-ı) = WHY, 
wenn wir annehmen, daß die konstanten Faktoren von w und y aufgesogen worden 
sind. Hiermit ist die Möglichkeit gewonnen, » und y völlig integrationslos aus den 
gegebenen infinitesimalen Transformationen der Gruppe zu berechnen. Es ergibt 
sich 





1 1 


o=[yn, — Glen)" "Tan. — Ylen,—i)] j 


N; N; 


y = [Yn, — Yılen.-ı)]” [Ym, — Palen,—) 
Kennt man nun bei der Gruppe G, außerdem noch eine invariante Beziehung 
zwischen einem Kurvenelement (o, — 2). Ordnung und einem Kurvenelement 
(0, — 2). Ordnung (eo, + 0; = r) in Form einer gemischten invarianten Differential- 
gleichung 








Nn,—Nz 
] s 


Yn, — YlEa—:, en.) =0, (nz = 0, —1) 
so stellt der Ausdruck 

[Yn, — PalEa2, &,-1)] yo" 
eine gemischte Differentialinvariante, also eventuell eine der gesuchten Relativ- 
koordinaten dar. & und y können dabei durch ihre oben berechneten Ausdrücke 
ersetzt werden 

Alle oben gemachten Annahmen treffen nun bei unserer Gruppe G,, Zu. 

Es gibt bei ihr (s. G. Noth, Dissertation) eine ungemischte invariante Differential- 
gleichung von 7. und eine solche von 3. Ordnung; sie sind bei G. Noth ausführlich 
angegeben und lauten allgemein 


Dazu Yıles) Bu 0, Ya — Pa(E,) == U). 


Die zweite reduziert sich auf y, = 0. Infolgedessen lassen sich, da G,. die Elemente 


8. Ordnung transitiv vertauscht, also die niedrigste ungemischte Differential- 
33° 
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invarıante von mindestens 9. Ordnung sein muß, w(e;)dx und y(es)(dy — yıdz) 
nach obigem Verfahren bestimmen, und man findet aus 
Yı — 91 = way, Y, = wy! 


für © und y folgende Ausdrücke 
1 1 3 7 


o=(—p)!y *, vlt —Ypı)!Ys ° 
Da wir eine Relativkoordinate eines Linienelementes E,(X, Y, Y,) in bezug auf das 
Kurvenelement eg(X, Y, Yı, - - -, gs) suchen, so müssen wir noch nach einer invari- 
anten Beziehung zwischen dem Linienelement EZ, und einem Kurvenelement von 
5. Ordnung forschen. Eine solche Beziehung existiert tatsächlich, und zwar findet 
man sie rechnerisch dadurch, daß man die gegebenen infinitesimalen Transfor- 
mationen der Gruppe G,, auf ein Element 1. Ordnung £, und ein solches von 5 Ord- 
nung e, erweitert und die so entstehende zehnreihige Determinante gleich Null 
setzt. Über die Berechnung dieser invarianten Differentialgleichung sowie über die 
Methode, die zu ihrer Bestimmung führt, wird weiter unten noch gesprochen werden. 
Es sei vorläufig angegeben, daß man durch Berechnung jener Determinante ein 
Produkt erhält dessen einer Faktor gleich Null gesetzt die gesuchte gemischte 


invariante Differentialgleichung 
(3yays — ya) — DYyayak Tu — 1yzA Ua — X) —5yzi u? = 0 
vorstellt. Hierbei ist 


> r +7 
i=y—-Y—oa— —, v=Yı — Yı (2 — A)y- 





Setzen wir die linke Seite identisch 9 !), so ist yg'!p = 0 eine gemischte invariante 
Differentialgleichung von der Form 
3% —P=0, 
also ist 
ya ya°y 
die gesuchte gemischte Differentialinvariante. Setzen wir noch die für ® und y 


gefundenen Werte ein, so erhalten wir als die eine der gesuchten Relativkoordinaten 
1 3 


u=(y—9) "Ms °- 
Sie ist in den kleinen Buchstaben von 7. Ordnung. 


Berechnung der gemischten invarianten Differentialgleichung 4(E,, e;) = 0. 


Da die Berechnung der Determinante A(E,, e;) technisch nicht ganz leicht 
durchzuführen war, soll hier angedeutet werden, wie man den Wert der Deter- 
minante erhielt. Bezüglich der Methode sei auf folgenden grundlegenden Satz 
Lies verwiesen (Math. Ann. XXXII. S: 219): Sucht man alle bei einer vorgelegten 
Gruppe Xıf,..., X,f invarianten Differentialgleichungen f(x, Y, Yır - - -, Ym) = 0, 
deren Ordnungszahl m nicht größer ist als (r — 2), so muß man die Determinante 
A=\e ni... m|(i=A,:..r) bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, 





!) Geometrisch bedeutet y=0, daß das Element E, und das Element e,; beide ein und der- 
selben Minimalkurve angehören. 





(2 
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so liefern ihre Faktoren gleich Null gesetzt die gesuchten Differentialgleichungen. 
Xıfs =», Ärf bedeuten hier die gegebenen infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe. Auf Grund dieses Satzes hat G. Noth die beiden ungemischten Differential- 
gleichungen der Gruppe Gjo, 4 = 0 und y7 — 9, =, die oben benutzt wurden, 
gefunden. Der Liesche Satz bleibt auch dann noch gültig, wenn man eine ge- 
mischte Erweiterung der Gruppe vornimmt, etwa auf ein Kurvenelement (o — 2). 
und ein solches von (o — 2). Ordnung, wenn nur eo+0=r ist, da sonst keine 
Determinante entstehen würde. In unserem Falle folgt aus o —2 =1,0 —2=5 
tatsächlich o + o = 10, der obige Satz kann also ohne weiteres angewendet werden. 
Die gemischt erweiterten infinitesimalen Transformationen der Gruppe G,, lauten 
Pr» 09, AQ +Qı +20 +9 
3 XQ + AQı +320g +agı + 9% 
XP — YıQı + 2P — Yılı — 2Y292 — 3Y393 — 4Yyala — 24505» 
Y,P + 3770 + yıp + Iv1q — Y292 — 3YaYaga — (Ayaya + 3y3)ga — (Oyays + 10yaya)gs, 
XP +2YQ + YıQı + xp + 2yq + Yıqı — Ya93 — 2Yyala — 3Y505» 
(Y— AY,)P —3XY1Q — 31701 + y — ayı)p — Fayiq — Iyıdı — Yıya — 2Y2)9. 
— (Yıya — Iryaya)9a — (Yıya — Wyaya — Bayaya — IUyz)Ia 
— (Yıys — Yya — WE — ayays — 10XYsYy4)95, 
3X°P +XYQ + YQ, + 3@°p + ayq + yqı + (Yı — 2Y2)92 — 20Y393 
— (2ys + 3xya)ga — (Ya + 42y5)95» 
(XAY—3XY)P+(7?—4X)Q + (YYı —3 A MOı 
+ (ay — 3 @yı)p + W? — Ha’yı)q 
+ yyı —3ayı)qı + dyi — @yıya + 32 Yy2)Q2 — (Ryıya + YYs — 3RYe Ya) 93 
— (ayıya — 2uyaya + 2yıya + 2 YYa — 20° yayı — FU Yz) 9a 
— (@yıYya — Dayaya + IYıya — Drya + I3YyYys — FR Yyays — I Yaya)95- 
Werden die Koeffizienten von P,0,Q,, P; 9, 91-95; mit 2°, H', Hi, &, ns: -,n8 
bezeichnet (?=1,2,..., 10), so müssen wir also nach Lies Satz die Determinante 
A=-/\E Hmm... nl (=1,2,...,10) 
berechnen. Ihre Faktoren liefern uns gleich Null gesetzt die gesuchten Diflerential- 
gleichungen. Es liegt nun nahe, an dieser Determinante gewisse Vereinfachungen 
vorzunehmen. Zunächst erkennt man sofort, daß sich die zehnreihige Determinante 
auf eine sieb enreihige reduziert, wenn man von der vierten Spalte die erste subtra- 
hiert, von der fünften die zweite, von der sechsten die dritte, darauf von der fünften 
die mit (e — X) multiplizierte dritte und schließlich von der zweiten die mit X 
multiplizierte dritte Spalte. Die siebenreihige Determinante kann aber noch auf 
eine sechsreihige reduziert werden durch folgende Operationen, die in der ange- 
gebenen Reihenfolge vorgenommen werden müssen: man addiere zur achten Zeile 
die mit x multiplizierte siebente, zur zehnten die mit 4 x? multiplizierte siebente 
Zeile; darauf subtrahiere man von der siebenten Zeile die mit y, multiplizierte fünfte 
und von der zehnten die mit x multiplizierte achte Zeile; nun wird die sechste Zeile 
mit y, multipliziert und zur achten addiert, darauf mit 3 multipliziert und zur fünften 
addiert, schließ lich, nachdem man sie mit 2 multipliziert, die fünfte von ihr sub- 
trahiert und die entstehenden Glieder mit x multipliziert hat, zur neunten Zeile 
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addiert. Die drei letzten Schritte endlich bestehen darin, daß man von der zehnten 
Zeile die mit %, multiplizierte neunte subtrahiert, darauf zu ihr die mit y multi- 
plizierte Differenz aus der sechsten weniger der fünften Zeile addiert und schließlich 
zur achten Zeile die mit y, multiplizierte neunte hinzufügt. Hat man alle diese 
Operationen ausgeführt, so erhält man folgende sechsreihige Determinante 

0 | 3 (2<— X) ı—X 1 0 


(«—X) e-na5t-w-n  -W- Y-4IHE@-N|W-HN-WIRE-N|—Iyi| 0 


z—X | 3y-N-2Y,@—X) %ıy—Y,) „ |-y 


| 


Yyı - Yı-y(c— X) | Iıy — Yi)—y(«—X)Y, Y (Yyı — Yı) 2 | —3f 





y—-— Y- Yıa@ —- X) —Iy9(2— X) | 1y—- N-ya@—XYı ıyı - Ytay— Yıya 0 
Ka X): | 0 „—-Yr In |-M 
Vor sie tritt noch y, als Faktor. Diese Determinante muß nun nach dem Laplace- 
schen Satz entwickelt werden und zwar am besten nach den Unterdeterminanten 
der fünften und sechsten Spalte. Im Laufe der Rechnung kehren gewisse Verbin- 
dungen der großen und kleinen Buchstaben immer wieder, nämlich 








Y 
ara, 


Auny—-TY—(@- a=Y — ı-(@— A)y, 


so daß man als Wert der Determinante schließlich erhält 

A(E1, 5) = yzAt [(3yays —5ya) —dyayal Tu — ya (a — X) — SyzA® ur]. 
Gleich Null gesetzt liefert sie also tatsächlich die oben angegebene invariante 
Differentialgleichung zwischen E, und e;. 


Der Satz von Kowalewski über die Liesche Determinante 4. 

Die Bestimmung der beiden anderen Relativkoordinaten erfordert die Kenntnis 
eines von G. Kowalewski aufgestellten Satzes über die Liesche Determinante A 
(Leipz. Ber. 25. II. 1924), der hier ausführlich für ungemischt und gemischt er- 
weiterte Gruppen von Berührungstransformationen bewiesen werden soll und der in 
seinem endgültigen Ergebnis besagt, daß man bei jeder irreduziblen Berührungs- 
transformationsgruppe der Ebene die Differentialinvarianten ohne Integration 
aus den infinitesimalen Transformationen gewinnen kann. 


a) Beweis für ungemischt erweiterte Gruppen von Berührungstransformationen. 


Eine r-gliedrige Gruppe G, von Berührungstransformationen habe folgende 
endliche Transformationsgleichungen 


= F(z, Yı Yn A ++» 4,), “y Pr G(z, Y,ı Yy An +.» 4,), yı vg H(x, Yı Yı Ay ++» 4,). 
Die auf die Ordnung (r — 2) erweiterten infinitesimalen Transformationen 
X Bei,.url 

können durch das Symbol ausgedrückt werden 

X=fptngtmmt re tmega.  Ü=h..ur] 
Nun vertauschen die endlichen Transformationen der Gruppe die infinitesimalen 
Transformationen in bestimmter Weise. Wenden wir also auf ein X*f eine beliebige 
endliche Transformation der Gruppe an, so erhalten wir 
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X’f= ZeXtf 
oder ausführlich geschrieben 
ep’ # ng’ N DHL A +...4 n7-207—.2 — Lc (E*p 4 n'q a niq, + ::.+ n!_9r—2). 
Ferner gelten die Beziehungen 














’ 0X ’ Ö ’ Ö 1 ’ Ö AR 
Perth t nr 
ox ‚oy ‚oyı N ‚ Oyı-2 
3 I=Pp öy + &y +q öy | + 9-2 "dy 
— 1) ’ r 4 ’ [4 
' D 0% ’ 0y ’ Oyı ’ OYyr-2 
At zu EEE — . _— oo — - 
hr m Oyı Oyı u Oyı 14 ki am OYı 
’ 0x N oy' ’ Oyı f N Oy,_2 
(1-2 = p yo +q Öyı_. ”r 1 y,_. Fr r4I-2 Öy,_. 
Setzt man diese Ausdrücke in die obige Gleichung ein, so nimmt sie folgende Ge- 
stalt an 


N mat: + lege 


= Ze (# wech - he ab)’ + (+ + tn 2 -)q’ - EHER 


Oyı_. F 
VE. + nes o% =). }. 


Hieraus Eu sich 


-- (e = 


{= Ar, y', Yı en + Yr—2) 2; 
oz, Yı Yu ++» Yr—2) 
C ist hierbei die Determinante der r? Koeffizienten c!). Die hier auftretende Funk- 
tionaldeterminante kann nun noch in folgender Weise umgeformt werden. Aus den 


endlichen Gleichungen der Gruppe folgt 
_dyı _ H; her hr NM. 





um 








Tu Fat yıly + Wer, 
bilden zu können, brauchen wir 

Oys _ Hy(F + YıF,) — F,(H: +44) 

ya (Fz + YıFy + Yu)” 
Der Zähler dieses Ausdruckes hat gerade die Form des Poissonschen Klammer- 
ausdruckes und kann daher [FF] geschrieben werden; also folgt 











0 ’ 
Z = [HF\(F, + yıF, + YF,)® 
Ya 





1) Bei der hier betrachteten Gruppe @,, hat sie den Wert 1, wovon in dieser Arbeit jedoch 
kein Gebrauch gemacht wird. 
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und 

= [AF\(F;, + yıF, + Ya) ya + 
Die Punkte in der letzten Gleichung deuten die Glieder an, die Ableitungen von 
niedrigerer Ordnung als die dritte enthalten. In derselben Weise würde man er- 
halten 


SE 
9: = [HFYR + Fr + Ru), = THRUR, + Rr + EN ut, 
































Ö 
Oys ya 
Die Funktionaldeterminante lautet dann unter Einsetzung dieser Ausdrücke 
De a a a | 
0X 02 0% OX 
ER nl: 3. a a A Oyr-. 
öy oy 0y Oy 
much. ib _ REES TEN, Oyr-. 
Oyı Oyı ©yı Oyı ren 
1 RE Yr 1 ARGH) pr(dF 
III am Oy, Az, 9, 9ı) >> 
dx 
[(HFl dyı_ 
BR dFS dr | 
dx | 
a 1 
0 0 0 By | 
dx 
A(F,G,H) 
Nun kann auch die Funktionaldeterminante 3.00 noch durch [HF] aus- 
L, Yı 


gedrückt werden. Es gilt nämlich allgemein für jede Berührungstransformation 
(vergl. z. B. Lie-Scheffers, Geom. d. Ber.-Trans. S. 71) 


dG — HdF = [HF](dy — yıda). 
Hieraus folgt 


0G oF 

Hz, = —[HFim, 

0G OF 

dy er [HF], 

0G OF 

— —H.— =0. 

Oyı Oyı 

Auf Grund dieser Relationen kann man leicht bestätigen, daß 
AF,G,H) _ 
HF]? ; 
Az, Y, % Y; Yı) zu 
A(F,G,H) 





denn die Funktionaldeterminante ö lautet ausführlich geschrieben 
’ 1 


» 
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Au 


Sei 


so 


Hie 
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F, Gr H, | 
| F, Gy H, . 
| F,, Gy, H,, | 


Subtrahiert man von der zweiten Spalte die mit 7 multipizierte erste Spalte, so 
treten in der zweiten Spalte gerade die Ausdrücke auf, die soeben berechnet wurden. 
Setzen wir also die dafür gefundenen Werte ein, so lautet die neue Determinante 


F.E —yılHF] H. | 
F, [HF] H, | = [HF]\H,„(F: + yıF,) — Fu(Hz + yıH,)}. 
F,, 0 H,, | 


Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck ist aber wieder [7 F], also 
folgt tatsächlich, daß die Determinante den Wert [HF]? hat. Für die Funk- 
tionaldeterminante der erweiterten Berührungstransformation erhält man durch 
Einsetzen dieses Wertes 


—r(r—3) 


ax’, y', Yı; ... Yyr—2) 2 (HRY-" —, 2 
dx 





olx, Yı Yu +++; Yr—2) 
Da das Bogenelement wdx und die Pfaffsche Grundinvariante y(dy — y,dx) In- 
varianten der Gruppe G, sind, so gilt 

o'dx' = wdx 

y(dy‘ — yıdı') = yldy — yıdı), 
wobei die Striche, wie bisher, die Ausübung einer endlichen Transformation der 
Gruppe bedeuten. Die zweite der obigen Relationen können wir noch etwas anders 
schreiben, indem wir bedenken, daß 

dy' — yıdx' = [HF](dy — y,de); 

dann folgt 


yv[HFl=y, also [HFI=F,. 
Aus der ersten Relation ergibt sich 
dF a 
de 0 


Setzt man dies ein in unseren für 4’ eefundenen Ausdruck 
> 
—r(r—3) 


> 
- 


A = C[HFYT ec ar? 


so erhält man 


u —r(r—3) 
u Wie 
1-cQ) (@) . 
Hieraus folgt 
u —r(r—3) ii -r(r—3) 
y' N) 2 MN = Cy o 1 
Der Ausdruck 
r—1 2. zur 
D= Y ao ° 1 


Journal für Mathematik. Bd, 155. Heft 2, 12 
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hat somit die Eigenschaft, sich bei jeder Transformation der Gruppe bis auf einen 
konstanten Faktor zu reproduzieren. 


b) Beweis für gemischt erweiterte Gruppen von Berührungstransformationen. 


Wir gehen aus von der Determinante A(E,-, &—2),e+0=r, und erhalten 
in Analogie zu den obigen Entwicklungen 























‚X ‚oY' 4 A 
‚0X or’. = ‚.OY. 
ey ttartart +te-77 
> Br e% 2 en ; 
=: az tR OY, +eay- r + ee OY.-. 
‚0x ‚oy ‚oy: , 
p=P =, 2 +54 + %-. = 
zum ’ Ox ’ oy' D dYı ’ Oy-2 
Kan öy 74 dy + q a r + %- a 
‚Ox ‚oy ‚ Oyı ‚ 
-a-P——4 a Aa: 
q dr „u, * sy vr rq Du. 
Die Gleichung 
Kfm Zei" 
geht dann über in 
=’P +H"’Q +. +HW2Q,-. + pP td +t + PEIRON. 
Pr 0X ’ pa oY,-2 „0X 
- ge (#. + )P +. 4 + )Qioe le 








a; = 

k o - ’ 
+(E ı 
nnd für die Determinante FERNER es.) folgt 


X, u, u Yo-2; 7, y, Yı, 7.7 Go Ys-2) 1. 
X, Y, Y, ra eh L, Y, Yy Yo—2) i 


C ist auch hier die Determinante der r? Koeffizienten c. Die letzte Gleichung nimmt 
weiter die Form an 


A=C-— 


A=C- 





OK u Ye) „a ade) 4, 
-AlX, - 9 Y.-.2) Ale, - y Yo—2) 


Die Funktionaldeterminante der kleinen Buchstaben hat nach obigem den Wert 
__0(0—3) 


x, y', Sure Yo.) r „y0—1 dx’ 2 
Ole, u 79 Yo—2) D =) 


Für die Funktionaldeterminante der großen Buchstaben folgt ebenso 
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ix) 


X, ® wi , Y,-.) —_ [Yı wer 
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Führt man wieder ein 


0 y dx 0) 
Mır]Jl=—; re 
. y 


so ergibt sich 


— 0(0—3) —0 (0—3) 


AK EyV ; 
() (cr) DD 4 


oder 
’ - -0 (9- -3) 


Dr 


0(0 —3) 


a RT 
d. h. der Ausdruck 





.i _0(0—3) 


D=zy ao ?A 





hat die Eigenschaft, sich bei Anwendung einer Transformation der Gruppe bis 
auf den Faktor 
in. a. 


IH XI) (e+0=1) 
zu reproduzieren. 

In unserem besonderen Falle der Determinante 4(E,,e;) ist o—2=1, 
o—2=5, und man erkennt durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (*), 


daß sie sich auf die folgende reduziert 
Yo" = CM X Pyo-lı. 
Führt man noch den oben gefundenen Wert unserer Determinante I(Z,, e;) ein, 


nämlich 
A(E,6) = yaip, 
und nimmt auch für ® und y die früher berechneten Werte als bekannt an, so findet 
man als Spezialfall des obigen allgemeinen Satzes den folgenden: Der Ausdruck 
= yYoltyıp, 
der zur vorliegenden zehngliedrigen Gruppe G,, von Berührungstransformationen 


gehört, hat die Eigenschaft, sich bei Anwendung einer Transformation der Gruppe 
mit dem Faktor C[Y, X’]® zu reproduzieren. 


Berechnung der beiden noch fehlenden Relativkoordinaten für die Gruppe Go 


Auf Grund des obigen Satzes können nun die beiden noch fehlenden Relativ- 
koordinaten gefunden werden. Um zunächst die eine der beiden zu bestimmen, 
eliminieren wir aus dem eben gefundenen Ausdruck 


pP yo y2jip 
die Größe y mit Hilfe der S. 80 abgeleiteten Beziehung 
y = otyz! 


und erhalten 
P= y'ioot. 


Nun hat unsere oben gefundene erste Relativkoordinate 


u = y3°yw-? 
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die Invarianteneigenschaft. Es ist also 


a IR 0 TEE 


Yy yw Yy por. 
Andererseits galt 
?=-C[Y,X']?”r, 
also 
(**) 1 Kyo" = C[yXPytitpot. 
Aus Gleichung (*) und (**) kann man & eliminieren und erhält 
yo" = CIYIX Pyy 22408. 

Differentiiert man diesen Ausdruck logarithmisch nach s unter Festhaltung der 
großen Buchstaben, so erkennt man sofort, daß der Faktor C[Yi X’] herausfällt. 
Da ferner 

ds’ = w’dx’ = wdx = ds, 
so folgt 











„din? | din(w’y!) „dini  din(w®y;t) 
ae - u re "ae 
Setzen wir noch ein 


ma 
a / UM; 


so erhalten wir als zweite Relativkoordinate 
din(w®y;t) 
ds 
Die Spaltung in zwei Summanden ist deshalb von Vorteil, weil nur der erste 
Summand in A-1u die großen Buchstaben enthält; ® ist wegen des zweiten Sum- 
manden, der die Ableitung von w(e,) nach x enthält, von 8. Ordnung in den kleinen 
Buchstaben und außerdem gegenüber Transformationen der Gruppe invariant. 
Die noch fehlende dritte Relativkoordinate finden wir, indem wir u logarith- 
misch nach s diflerentiieren. Es ergibt sich 


u ding  din(w?y;?) 





v= wrlinu + 


ds ds 


w ist ebenfalls von 8. Ordnung in den kleinen Buchstaben und erfüllt die Forderung, 
gegenüber Transformationen der Gruppe invariant zu bleiben, da u und ds In- 
varianten sind. Es zeigt sich, daß u, v, w in bezug auf X, Y, Y, voneinander 
unabhängig sind. 


1. Die niedrigste ungemischte Differentialinvariante der Gruppe Go 


Die niedrigste ungemischte Differentialinvariante der Gruppe G,, muß,. wie 
die allgemeine Theorie besagt, mindestens von 9. Ordnung sein, da die Determinante 
Afeg) nicht identisch verschwindet, und es kann im wesentlichen nur eine solche 
Differentialinvariante /(e,) geben. 

Die Methode, die zu ihrer Bestimmung führt, erfordert nur Differentiationen 
und Eliminationen. Bilden wir nämlich 


dv dv d?In(o®y;!) 


ds® ’ 
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wobei 
do 


0, = — 
1 dx ’ 

so haben wir eine mit e, behaftete gemischte Differentialinvariante vor uns, und 

wir erkennen, daß sich unsere gesuchte Differentialinvariante /(e,) durch Elımi- 


dv h gf. Suse; 
nation von X, Y, Y, aus u,v, w und = berechnen läßt. Wir können uns aber die 
dv 


Rechnung noch vereinfachen, indem wir darauf achten, daß u,v und Ts die 


großen N nur in den beiden Verbindungen A-!u und A-!(2x— X) ent- 


halten. Bei v und z liegt es auf der Hand, u enthält die großen Buchstaben 
nur in , dieses sie aber wieder nur in den angegebenen Verbindungen. Die Be- 


stimmung unserer Differentialinvariante /(e,) reduziert sich daher auf die Lösung 


der Aufgabe, aus u, v und 2 die Verbindungen A-!u und AU2— X) zu eli- 
minieren. Der größeren Zweckmäßigkeit halber wählen wir zur Elimination die 
Verbindungen 


a1, u=L und wy,(—X)=M. 
Das Eliminationsergebnis liefert einen Ausdruck F (u, Ü, 2): welcher frei von 


L und M ist und die gesuchte niedrigste Differentialinvariante /(e,) darstellt. 


Nach Einführung der Verbindungen Z und M nehmen u, v und 2 die Form an 


u = a ysr(Iyays —5y) —SotyıyL—15M—5L?, 








rg. dln(o’yzt) 

‚= L 5 ds ’ 

dv 2 1 d2In(w®y,-}) 

- — 07°, L—M ar: L? + u > re 
Die Durchführung der Elimination liefert wegen 

Sayz 
ds 
folgende Beziehung 
„ dv ER . dIn(o®y3}) din(wdyy! 
BT By RT te, 5a) 


> (din(w® ya t)\® r Zu Be _ 
+7 HR. se 50(30-:, — olyatıy, — — u) +5 9%. 
Man bestätigt nun leicht, daß der Faktor von 5» verschwindet und der Faktor von 


dintau Es 
nie Ya”) sich auf 5 din(w"ys”) 
ds ds 





reduziert. Es ergibt sich also folgende Relation 


(er ys! 45 d’In(o®yz ' 


Fo J ds? 


5 
er l3yay I) — 
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Dieser Ausdruck stellt die gesuchte Differentialinvariante /(e,) dar, denn er ist 
eine von ZL und M freie Verbindung von u, v und 4 

Wir können ihr noch eine übersichtlichere Form geben, indem wir alle ihre 
Glieder in die Form von logarithmischen Ableitungen bringen. Um dies durchzu- 


führen, differentiieren wir nicht nach s, sondern nach x, und lösen den 2. Differen- 











2 3,1 
tialquotienten e in ) folgendermaßen auf 
Eier) _ .[Pintery) _ din dinter>)) 
ds? : dx? dx dx ' 


Führen wir diesen Wert in den obigen Ausdruck für /(e,) ein, so ergibt sich 








. dinw din(w®yz ! > (din(w®yz}) ? 
i | (By 'ys —5y3 ”ya) + 15 = ni fie 5 mu) 
15 d?In(w°yz*) 
er dx? 





Da sich nun auch noch das erste Glied in der Klammer auf die Form bringen läßt 


3ys ty —5ys ya = 3 = a_2 ke 2), 
so haben wir damit alle Glieder von /(r,) = logarıthmische Ableitungen aus- 
gedrückt. Führen wir noch ein 
o= w’yyt, 

woraus folgt 

diny _„dinw dino delnyz _ 2 d’In» dIno 

her "ar "er 7 ek der 7 Dauer 7 

so ergibt sich als endgültiger PRIRENIOION für /(e,): 





u 0) 9 we] m) ie RE Ei din o o 


Man kann auch leicht bestätigen, daß / u tatsächlich bei Anwendung aller 10 
infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe G,, invariant bleibt. Auf Grund 
der von G. Noth (Dissertation) angegebenen Tabelle der Klammerausdrücke er- 
kennen wir, daß es genügt, die 5 infinitesimalen Transformationen X,, X,, X3, X, 
und X, auf /(e,) anzuwenden, da aus ihnen durch wiederholte Klammeroperationen 
die ganze Gruppe entsteht. Es muß sich bei Anwendung der genannten infini- 
tesimalen Transformationen 


din © dino 
2 di 


- - h 1 
Xı=Pp, ‘%,=g, K=279 +4, X, = a u ie 


; 1 1 
As = (y—ayı)p — 5 2 — 5 Yi9ı 
auf /(e,) zeigen, daß 


er) lautet ausführlich geschrieben r 





wob 


und 


die 
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Tra 
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nur 
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5 d’Ino din 5 d’Ino 
9-3 9® | __ de _ 4 dino de _„, da 
öl(e,) _ st | de 6t öt 
: Di „dlno „Un „Uno 
dino dx din» dx dino dx | 
u EN el DE nie le DE re 
>» iu tt ua a u) 
wobei 
#70) de 
E77 > de’ 
„Uno 
de  dinwdE d’S 
dt da de da 
d?Ino 
_ det ___„Pinwds _dinw dr ds 
öt dx? dx Bee 
ölno ; 
u. =NW Y» 
lanescnd 
de dW, dinod£ 
TE Aa de’ 
„Uno 
_de® _ d’W, _dinad’s _.„dsd’ino 
öt dx? dx dx? dx da? 
und 
W,= yıdy — m 
die partielle Ableitung nach % der charakteristischen Funktion 
Wweyi-n 
ist. Die Durchführung der Rechnung ergibt tatsächlich bei allen fünf genannten 
Transformationen . a =(. 


III. Berechnung der niedrigsten Relativkoordinate und der Identitäts- 
bedingungen für die Gruppe Gy. 


Die drei gefundenen Relativkoordinaten waren von 7. und 8. Ordnung in 
den kleinen Buchstaben, und zwar u von 7., v und w von 8. Ordnung. Man kann 
nun durch passende Zusammenfassung von u, v und w auch die niedrigste Relatıv- 
koordinate finden, welche in den kleinen Buchstaben von 6. Ordnung ist. 

Dazu gehen wir folgendermaßen vor: wir schreiben vu in der Form 

S 4 
ER Ya « F Ya? 
und bilden 


8 


_dinu _diniy °9)_ 2din(ey, ) 


w = 


Er ds 3 ds 
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Bedenken wir, daß » lautet 





“r din(w*ys-) 
12—1 2} ‚ 
v= ori luH+ As ; 


so läßt sich folgende Verbindung herstellen 


8 
BB: 2 BT won " din(yz 39) 
a A Fa A E= = .. 
Mit Hilfe der Beziehungen 
dA 41 . .. vr_SuR LE 
dr a#ı u, n=lzn, en 


ergibt sich schließlich 


4 8 
1 1 ey SP 
- 2 — — din(}? Io 





Der rechten Seite dieser Gleichung sieht man an, daß sie in den kleinen Buchstaben 
nur von 6. Ordnung ist, während die linke Seite die Invarianteneigenschaft erkennen 
läßt. Setzen wir die rechte Seite also gleich t, so ist 





4 8 
1 - .-z 
1 din(Aöy, 3 


die gesuchte niedrigste Relativkoordinate. 
Schließlich seien noch die Identitätsbedingungen notiert, d. h. die Ausdrücke 


dt du dv 
‚VOR 769 de durch t, u, v. Sie lauten: 


ei - 

> Ay p) ET 
3 

Mo Sw+utı, 

dv 1 R u J 

E_rgerrrui 


Bei Aufstellung der Formel für z findet man als Nebenergebnis den Ausdruck 


für &, der mit dem von G. Noth (Dissertation) angegebenen übereinstimmt. 








ur 
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Elementare Betrachtungen über den Aufbau 
von Zahlverknüpfungen nach Gesetzen. (2. Note). 


Von Gerhard Stammler in Halle (Saale). 
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Vorbemerkung. Bezeichnungen. 


Das Ergebnis unserer ersten Note (Crelle 154, II, S. 129f.) hatte bei der 
Untersuchung über die Verknüpfung dritter Ordnung !) die gewöhnliche iterative 
Multiplikation als Verknüpfung zweiter Ordnung angenommen. Es war also in dem 
Ausdruck für die allgemeine Multiplikation: 

Sla,b) =C-a-b, 
bisher 
Co1 
gesetzt worden. 

In der nachstehenden Note wird untersucht, ob sich das angegebene Resultat 
ändert, wenn C +1, also C=2 gesetzt wird ’?). 

Im übrigen behalten sämtliche Bezeichnungen ihren bisherigen Sinn: Es 
bezeichnen a, b, c, -- Zahlen aus dem Gebiet der pos. ganzen Zahlen einschl. 0; 
7), 44, 9, @, y, x sind pos. ganze Zahlen > 0. Auch verstehen wir, wie bisher, unter 
b., die Zahl, die die Gleichung erfüllt 


S,(a,b.) =b, bad) 
und endlich unter k,„ die Zahl, die die Gleichung 
S.(a,k,) = a 
für jedes a befriedigt. 
An diese Zahl k,„ knüpfen wir einige Bemerkungen an. 


ı) Wir ziehen dieses Wort jetzt dem früher gebrauchten „Rang“ vor. Eine Verknüpfung 
n-ter Ordnung ist also die mit $,„ bezeichnete. 

2) C=0 ist ausgeschlossen, da sonst S,(a, b) trivial würde. Vergl. Anm. 1 zu S. 122 von 
Note 1. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 15 
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Es existiert zunächst, nach wie vor, k, = 0; dagegen ist für die Fälle der 
Multiplikation, die wir im folgenden betrachten (C = 2), ein k, in dem zu Grunde 
gelegten Gebiet (der pos. ganzen Zahlen einschl. 0) nicht vorhanden. Daher ge- 


winnt Grundgleichung (3)!), auf 5, angewendet, folgende Fassung: 
(3*) Aus S,(a,b) = S,(a, b’) folgt stets b=b’, wenn aß ist. 
Da wir, wie erwähnt, im folgenden nur Fälle C > 2 untersuchen, so impliziert 


die Gleichung € = 1 einen Widerspruch. Verknüpfungsfälle, aus denen sich diese 


Gleichung ableiten läßt, sind sonach als widerspruchsvoll anzusehen. 
Endlich führen wir hier noch einige Formeln an, die sich aus der Grundformel 


der allgemeinen Multiplikation ?) ergeben, und im nachstehenden ohne weitere 


Ableitung benutzt werden: 
C: = $s(1, 1); C-a=S;,(1,a) = S,(a, 1); 
c-S,(a,b) = S,(c-a,b) = Syla,b-c) = Sy(a-b- c,1); S,(a,0) = 0. 


S 1. Werttripel. Reduktionsregeln. 


Wir erwägen zunächst, was wir von der bisherigen Untersuchung über die 
legale?) Verknüpfung dritter Ordnung im Gebiete der ganzen pos. Zahlen einschl. 0 
unter der veränderten Voraussetzung C > 2 noch beibehalten können. Wir gehen 
auch hierbei davon aus, 5, mit $, (Addition: a + b) und $S, (allgem. Multiplikation: 
C -a-b; C +1) durch Grundgleichung (6) *) unter den Bedingungen (6)«@ und 
(6)b °) vereinigen zu wollen. | 

Da sich hierbei die Werte von Ä(=3) und « (= 2 oder 1) nicht geändert 
haben, so haben wir auch im nachstehenden für u =1 und u. =2 je diese Wert- 
tripel zu diskutieren: 


| | I | II, | IV. | V, | VI, |VIR VII) IX | X 











aA FI ETETZ TE TE TTS 
II 1 EL EIFIE ETUI FIT EIERN 3. 
y|i ww 1 132 ww Eu m 


Deren Kombination für # = 1 und u = 2 ergibt mithin 26 - 26 = 676 Mög- 
lichkeiten. 

Von den in $ 10 der Note I aufgestellten Reduktfonsregeln bleibt Regel I‘) 
nach wie vor in Geltung. Sie läßt in jeder Reihe nur die Tripel  — IIL,, V,. 
VI., IX und X, also 17-17 = 289 Fälle übrig. 

Dagegen wird Regel II’) für « = 2 unbrauchbar, da k, nicht existiert °). 





!) Note I, S. 117. 

2) S,la,b) = C-a-b; CHO. 

») Gemäß den Grundgleichungen (1) — (6). 
4) Note I, S. 117. 

5) Note I, S. 118. 


, 


6) Zwei Fälle g w, x und g’, x’, w sind dann miteinander identisch, wenn y=y’, v=y'. 
zv=w ist. 

”) Bedeutet ı einen, ı’ den anderen der beiden Werte w oder x einer Entwicklung Sy(a, S„(b, c)) 
= Sp (Sw (a. b), S,(a,e)); (u=1 oder 2), so ist Sz(a, k.) = Sr(b, ku), für jedes Paar a, b, für das 
Sra,b)$k, ist O<»<yg). (Vergl. hierzu Anm. !) und ?) S. 123, Note ]). 


*; Die Anwendung auf « — 1 lautet dann: Ist y = 1, so gibt es kein k,, von dem $r(a, b) 
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Demnach läßt sie nur noch für 


n=1: V. VI. RK,X | 
a=2: I, II, II, V, VI, IX, X. J 
Regel III!) wiederum bleibt vollkommen erhalten. Da sie die Kombination 


gleichbezeichneter Tripel aus verschiedenen Reihen verbietet), so fallen wiederum 
8 Kombinationsmöglichkeiten weg, und es verbleiben 128 Restfälle. 


d.i. 8-17 = 136 Fälle übrig. 


Auch Regel IV?) bleibt als solche bestehen. Sie ist jedoch nur auf u = 1 
anwendbar und hat kaum noch Bedeutung. Wir greifen auf sie als Regel nicht 
mehr zurück. 


$ 2. Diskussion der Fälle V,, VI, X der Reihe v= 1. 


Wir betrachten nun zunächst diejenigen Werttripel der Reihe u = 1, die 
schon allein durch den Versuch, S, mit 5, gemäß (1)—(6) zu verbinden, Wider- 
sprüche oder Trivialitäten ergeben. 


K“Yy=z=2). 
Hierbei ist 
Sala, b) = Szla, S,(b, 0)) — So(ldzla, b), Sala, 0)) — S,(S5(a, b), 0). 


Füre=1 wird dann 
S,(a,b) = Sy(a, b). 
Wir erhalten also keine neue Verknüpfung. 


Für 0=u ist 
S,(a,b) = 0; trivial. 


Für e=3 endlich ergibt sich, S,(a,b) = v gesetzt: 
S,(a,b) = S,(v,0) = $,(v, $,(0, 0)) = Sz(S;(v,0), Sz(v, 0)) = 53(0, 0) = constans; 
also trivial. | 

Demnach scheidet V,(z„ = 1) aus. 


verschieden sein müßte. Also ist Regel II auf alle a,b anwendbar. Hierbei ist, x = 1 gesetzt. 
für alle a+b:S,(a, 0) = S,(b, 0), also a = b. Diese Tripel scheiden aus. Haben wir r = 1 fest. 
setzen aber p = 2 oder 3. so muß S,,(a, b) +0, d. h. wenn 7’=1 oder 2 ist, ab, a und b+U0 
sein. Für alle diese a, b folgt wie oben der Widerspruch a = b. Ist endlich = 1,  =2 oder 3. 
!=3, so muß S,(a. 5) +0 sein. Alle Paare a, b, die dieser Ungleichung genügen, müssen auch er- 
füllen: a=b. Es kann also höchstens S;,(a, a) +0 sein, dagegen muß S$,(a. b) = 0 gesetzt werden. 
sowie ab ist. Nun läßt sich S,(a, a) wie folgt entwickeln: 
LER S,(S,(a, a), Ss(a, 0)) = 8,(2a, 0) | 
Sa, 0) = Sa, Sa) = | gusla.a), Sa 0) - 3@a.0) | 
It a=0, so ist k = $,(0, 0) = $,(0, $,(0, 0)) = S “4 = 
Also fallen für « =1 alle Tripel fort, in denen w oder y=1 ist. 
') Ist Sulb,c) + Su(b,c) für mindestens ein Paar b,c. so darf nicht zugleich yi). u) = (A, 1), 
(A, u) = ıp(A, u’), x(A, u) = x(A, u’) Bein. 
2) z.B. IX (u = 1) mit IX (u = 2). 
%) Eristiert k,. so ist Sıla, ku) = Sp(Swla. ku). Syla. ku)). 


0 füra$Vd. 


0. Mithin ist überhaupt Sy’a, b) =). 
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VL(y=2,x=3). 





Hierbei entwickeln wir: 
(1)  Sz(a,b) = Sz(a, S,(0,65)) = S,(Sz(a, 0), Sz(a, 6)) = S,(0, Sy(a, b)), 
(2) Sz(a,b) = Sy(a, S,(d, 0)) = S,(Sz(a, b), Sz(a,0)). 
Wir prüfen zunächst den Fall 
o=|1. 
Aus (2) ergibt sich dabei für jedes db, indem wir a = (setzen, 
53(0,b) = S,(0,0) = C". 
Demnach wiederum aus (2): 
Sz(a,b) = S,(a,b) +0’ =C-a:b+Cl. 
Nun ıst nach Grundgleichung (4) 
Sz(a, S;(b, c)) = Sy(Sz(a, b), ec), 
also 
C-a(C.:b-c+C)+C’ =C-(C-a:-b+C)-c+C. 
Mithin ist 


C-a=('.c 
oder, da diese Gleichung auch für ac gelten muß, 
C=0, 


d. h. 
S3(a,b) = S,(a, b). 


Demnach liefert VI, gar keine neue Verknüpfung. 
Wir gehen danach über zu 
o=2. 
Hier ist nach (1) sofort die Trivialität erkennbar: 
Sz(a,b) = S;(0, Sz,(a,b)) =. 
Endlich ist, wenn 


0o=3 
genommen wird, und wenn wir S,(a,b) durch w bezeichnen, nach (1): 
a S3(0, w), 


und also nach (2) 
w= S3(0, 5z3(0, 0)) = constans; folglich trivial. 
Daraus ergibt sich, daß auch VI, nicht zu verwenden ist. 


Xo=23, y=x=)). 





Hiernach ist 
w= Sz(a, b) es Sz(a, S,(b, 0)) 
oo; S2(Sz(a, b), Sz(a, 0)) 
wr Sz(w, Sz(a, 0)) =(-w: Sz(a, 0). 


Ist nun Sy(a, 0) = 0 zu setzen, so wird Sy(a,b) = 0, also trivial. Wird aber 
S3(a,0) > 0 angenommen, so ergibt sich für alle C > 1 ein Widerspruch. 
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Es war in diesen drei Fällen möglich, 5, als trivial oder widerspruchsvoll oder 
gar als mit S, identisch nachzuweisen, ohne die Distributivformel für A = 3 und 
u = 2 heranzuziehen. Das scheint bei der Diskussion von IX (z = 1) nicht mehr 
zuzutreffen. Vielmehr waren wir genötigt, zuzusehen, was geschieht, wenn neben 
der Gestaltung IX der Distribution für A = 3 und « = 1 die zahlreichen Möglich- 
keiten treten, wie sie uns in den Tripeln I,, II,, III,, V,, VI,, IX und X der Reihe 
u =2 gegeben sind. Da allerdings durch Regel III die Kombination (IX; IX) 
verboten ist, wären hier noch 16 Fälle zu diskutieren. 


S 3. Diskussion von IX (u =1). 
Bei der Entwicklung nach IX (« = 1)!) gelten zunächst folgende Sätze. 
(3) Sz(a, 0) = Sz(a, 5,(0, 0)) = S,(Sz(a, 0), Sz(a, 0)) = 0. 
Ferner für jedes a >1: 
Sz(a,b) = Sy(S,(a,, 1),6) = S1(Sz(a,, b), S3(1,b)) 
und hieraus durch vollständige Induktion unter Benutzung von (3): 


(4) S,(a,b) = a: S,(1,b) (a = 1)?). 

Setzen wir hierin 5 = 1, so folgt 
(5) S3(a,1) =a:S,(1,1) (a = 1)?), 

und endlich, indem wir dieses Ergebnis wieder auf (4) anwenden, 
(6) S;(a,bdb) =a:b-S,(1,1) (a>1,5b>1)®). 


Daraus ergibt sich, daß für jedes Paar a,b, für das a und +0 sind, die 
Ungleichung gelten muß 


(7) Ss(a,b) #0. 
Wäre nämlich auch nur für ein Paar a +O und 5b’ +0 
Sz(a’, b') rn. 


so wäre S,(1,1) und damit S,(a,b) überhaupt = 0, also trivial. 
Wir betrachten nunmehr die Kombination 
R(u=1); Lua=2 y=y=1). 





Hier setzen wir an: 
S,(C,0) = Sz(S,(1, 1),0)) = Ss(S1(1, 0), S,(1,0)) = S,(1, 1). 
Es müßte somit nach (3) 
S,(1,1) = 0 


sein. Das würde für o = 1 mit 2=(, für o = 2 mit € = 0 gleichbedeutend, also 
widerspruchsvoll sein. Setzen wir endlich o = 3, so hätten wir im Gegensatz zu 
(7): S3(1,1) = 0. Diese Kombination scheidet also aus. 


)y=1,y=x=3. 
®) Für a=0 geht (4) in (3) über. 
®) Für a = 0 geht (ö) in (3) über. 
*%) Für a oder b=0 geht (6) in (3) über. 
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Wir gehen über zu 
IX(u=1); Hu=2 y=1,y=2). 


Hier liefert die Entwicklung nach II,: 





(8) Sz(C, b) u. S3(Sz(1, 1), b) _ S,(S,(1, b), S,(1, b)), 
mithin für b = 1: 
(9) Sz(C, 1) = 5,(2, 53(1,1)) = S,(C, 2). 


Da nun nach (4) 
Sz(C,b) =b-S,(C, 1) 
sein muß, so ergibt sich mit Hilfe von (8) und (9) 
(10) 5,(57(1, 5), Sz(1,5)) = b - S,(2, Sz(1, 1)). 
Diese Gleichung (10) führt nun aber für o = 1 und 2 zum Widerspruch; denn 
o=1 ergibt fürb = 0: 
1 = 0; 


5,(5,(1, 5), S,(1,5)) = 5b - S,(2, $S,(1, 1)) = S,(2,b - S,(1,1)) = S,(2, S,(1,5)). 
Ist nun S,(1,5) +0, also 5 +0, so müßte für alle 5 > 0 gelten (nach Grund- 
gleichung (3)): 

Ä S,(1,b) = 2, 
und das ist sicher falsch für alle 5b > 1. 
o = 3 endlich ergibt nach (9): 
on Sz(C, 1) = Sz(C, 2), 
folglich nach Grundgleichung (3*): 
1 = 2. 
Also ist diese Kombination als widerspruchsvoll erkannt. 
Da somit auch (IX; II,) sich als unbrauchbar erwiesen hat, betrachten wir 
Jetzt die Kombination 
IXu=1),;, Oha=2 y=l x=93). 








Hierbei ist 


(11) Sz(C, b) a Sz(Sz(1, 1), b) Digi Se(Sıl, b), S;(1, b)). 
o = 1 liefert nun, 5 = 0 gesetzt, nach (3) und (11) den Widerspruch 
0=1. 


o = 2 ergibt folgendes: 
Da nach (4) 


Sz(C, b) =(- Sz3(1, b) . S,(1, Sz(1, b)) 
ist, und (11) für o=2 die Form annimmt: 
| S3(C, b) - $3(5,(1, b), S3(1, 5)), 
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so folgt hieraus nach Grundgleichung (3*) für alles + 0?): 
1 = S,(1,b), 
und das ist falsch für jedes b > 1. 


Für o=3 erhalten wir aus (11), wenn wir b =1 setzen: 








Sz(C, 1) S3(2, S;(1, 1)) =; (S3(2, 1) 1), Euer S,(1, Sz(2, 1)) Du $3(5,(0, 1) Sz(2, 1)). 


Betrachten wir die rechte Seite dieser Gleichung als rechte Seite der Distributiv- 
formel III,(u = 2), so lautet deren linke Seite: S,(S5,(0, 2), 1); und da nach (3) 


$,(0, a) = 0 ist, haben wir 
S,(C,1) = S,(0, 1) = 0 
im Widerspruch zu (7). 
Es folgt jetzt die Kombination 
Ru=1); Wu=2 y=ı=2). 
Hierbei wird nun: 


(12) S,(C,b) = Sy(5,(1, 1),6) = S,(8y(1,b), Sz(1,6)) = SC -b,C -b). 


o = 1 gibt also folgendes Resultat, 5 = 1 genommen: 
S,(C,1) = S(C,C) =2-C, 
und da nach (5) 
Sy(C, )=C -S3(1, 1), 


so folgt 
S,(1,1)=2. 


Mithin ergibt sich aus (6): 
Ss(la,db) =2-a-b = S,(a-b,a-b), 
oder, indem wir für a den Wert 2-C substituieren, 
(13) S3(2-C,b) = S,(2-C-b,2-.C-b) = S,(S,(2, b), S,(2,b)). 
Andererseits ist, nach V, entwickelt: 
$3(2:C,b) = S3(8,(2, 1),b) = S1(82(2, b), S2(1, 6); 
folglich muß stets 
S,(2,b) = $,(1, b) 
und für alle 5 +0 
i=2 
sein. Wir erhalten also einen Widerspruch. 


Setzen wir nun 
o=2, so wird nach (12): 
(14) Sz(C,b) = Sz(S3(1, 5), 521, b)). 
Andererseits ist nach (4): 
Sz(C,b) =b -S,(C, 1) = b-Sz(S,(1, 1), 1); 
dieses nun nach V, entwickelt, liefert 


ı) da S,(1.b) #0 sein muß für 50 (nach (7)). 
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b+85(53(1,1),1) = b - S,(8,(1, 1), Sg(1, 1)) 


— 8,(b - S,(1, 1), Sz(1, 1)) = Sz(S;(1, 5), Sz(1, 1)). 


Nun ergibt das, mit (14) verglichen, für alle 5 +0: 
S>(1,1) = $,(1,b) oder 1 =b. 
Wir haben daher wieder für alle 5b > 1 den. Widerspruch. 
o= 3 endlich läßt aus (12) schließen, 5 = 1 genommen: 
big S;(1,C) = S,(C,C), also stets den Widerspruch C=1. 
Bei der Kombination 
IXu=1), VWKu=2 y=2,x4=3) 
setzen wir wiederum an: 
(15) S;(C, 1) = Sz(5a(1, 1),1) = 8,(8,(1, 1), 53(1, 1)). 


Nehmen wir hierin zunächst 





o= 1, so folgt 
(16) Sz(C, 1) = S,(85(1, 1), S3(1, 1)). 
Setzen wir nun S,(1,1) = C’, so ist nach (16): 
S,(C, 1) = S,(C,C'). 
Andererseits ist nach (5): 
Ss(C,1) =C -S,(1,1)=C-C. 
Folglich ist hier 
C+C’ =(C.C. 
Das ist wegen C #0 nur dann möglich, wenn 
Cal’=?3 


ist. Für alle C #2 ergibt sich sonach ein Widerspruch. Aber auch C=(" =2 


kommt nicht in Frage, da dann wegen (6) 
Sz(a,b) = a-b-$,(1,1) =a-b-C’ =a-b-C = $y(a, b) 

gar keine neue Verknüpfung ist. 

Nehmen wir nun an, daß in (15) 
0 = 2 gesetzt werde, so folgt: 

Sz(C, 1) = Sa(C, S3(1,1)). 
Andererseits ist nach (5) 
Sz(C, 1) = C -83(1,1) = S;(1, Sz(1,1)), 
daher, weil nach (7) S,(1,1) +0 sein muß: 
1 mC. 

Und das sollte ja ausgeschlossen sein. 
o=3 endlich liefert nach (15): 


Szll, 1) en Sz(l, Sz(1, 1)), 
d.h. 


S3(1,1)=1, oder nach (5): S,C,1)=C. 
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Also ist 
Ss(C,C) = S,(5,(1, 1),C) = Sz(S,(1, C), Sz(1, C)) = Sz(Sal1, C),C). 
Mithin müßte auch hier 
S,(,1) = S,(1,C) 
sein, daher € den verbotenen Wert 1 annehmen. 
Jetzt erübrigt nur noch die Betrachtung von 
IX(u=1); XKu=23; 9 =23, y=y=-2). 
Hierbei ıst 
Sz(C,C) = S3(5;(1,1),C) = Sa(Ss(1, C), S;(1, C)). 
Andererseits nach (4): 
S,(C,C) =C -8,(1,C) = 8,1, S,(1, C)). 
Folglich ist 
Sstl,cC) = 1. 
Da nun nach (5) 
Sz(C,1)=C-5,(1,1) 
ist, so müßte 
| =C -$,(1, 1) 


sein, und das ist nur für C = 1 = S,(1, 1) möglich, führt sonach zum Widerspruch. 


$ 4. Ergebnis. 


Damit ist nachgewiesen, daß von allen Möglichkeiten. eine Verknüpfung 
dritter Ordnung im Gebiete der positiven ganzen Zahlen einschl. Null streng analog 
den Grundgleichungen der Addition und Multiplikation aufzubauen, keine in Frage 
kommt. Mit anderen Worten: i 

Eine legal auf Grund der Gesetze (1)—(6) aufgebaute Arithmetik, deren 
Verknüpfung erster Ordnung die gewöhnliche Addition ist, kommt im Gebiete 
der positiven ganzen Zahlen (einschl. der Null) nicht über die allgemeine Multi- 
plikation hinaus. 


Zusatz. 


Dieses Resultat scheint sich zu ändern, wenn für die Verknüpfungen S, einige 
Grundgleichungen wegfallen. Es läßt sich nämlich folgendes zeigen: 

Wir setzen, wie bisher S,(a,d) =a +5. Für 4 > 1 soll dann nur die Giltig- 
keit der Grundgleichungen (1)—(3) und (6), (6)a, (6)b gefordert werden, d. i. 
Existenz, Eindeutigkeit, Faktorgleichheit und funktional bestimmte Distribution. 
Dann muß bei S, schon das Distributivschema I, zugelassen werden, und zwar in 
doppelter Gestalt: 

Journal für Mathematik. Bd.155. Heit 2. 14 
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Sz(a, S,(b, c)) ui I,(S1(a, b), Sı(a, c)) =2-.a + (b + c) 


S,(S,(a,b),c) = S,(S1(a, ce), Sı(d, c)) = (a +b) + 2e. 
Im betrachteten Grundbereich ist dann 
entweder S’,(a,db) =2a+b oder S’,l(a,b) =a- 2b 
möglich. 


Beide Verknüpfungen lassen sich als widerspruchsfrei dartun; die Schemata 
I;, II,, III, bleiben widerspruchsvoll. — I, ergibt ebenfalls einen Widerspruch, 
sowie (4) oder (5), also Kommutativität oder Assoziation auch nur im geringsten 
Umfange angenommen werden. 


Weitere Resultate stehen noch nicht mit vollendeter Sicherheit fest. 











Ein neuer Beweis des quadratischen Reziprozitätssatzes. 
Von L. Redei in Budapest. 





Den nachfolgenden Beweis des quadratischen Reziprozitätssatzes möchte 
ich veröffentlichen, da dieser sich meines Wissens von den bekannten prinzipiell 
unterscheidet. 

Wir könnten alle Paare (p,g) der ungeraden Primzahlen gleichzeitig be- 
handeln, doch wollen wir den Fall p=g=3, (mod. 4) vorausschicken, da es 
besonders interessant ist und auch den Beweis des allgemeinen Falles beleuchtet. 


S 1. 
Es seien p und g verschiedene ungerade Primzahlen undp=4g=3;, (mod. 4). 
Es sei >) das Symbol von Legendre und 5) =(, wenn a=(, (mod. p). 


Es bedeute n,, die Anzahl der quadratischen Reste mod. pg in der ersten Hälfte 
des kleinsten nichtnegativen Restsystems von pg. Dann hat man 


a auf 
a) . F- E (2) 





. 2 


wo (pg)' anstatt = esetzt ist und der Strich neben 2 die Auslassung der 
pq a "8 = 


zu pg nicht relativ primen Werte bedeutet. Für die in der Rede stehenden 


Summationswerte hat man 21 = e. r — ei. — = und 2(, M- ) - De 


da ee —_ ee ann = DC) es ist also 


EHE ENTE BEE TOWER) 


at 


Man sieht leicht ein, daß 


a EEE 


TEE i=q, 


Bi L — 4 
Wir können im ersten Glied der rechten Seite die obere Grenze durch pP 9 er- 
setzen, d SUR Fam. (mod. p) und man hat ja Ei (5) —=0; das zweite 

, a (pg) zz 7 Be . p | u. m SS Z 


14* 








| 
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Glied ist gleich Null; das dritte ist offenbar das (#)-Tache des ersten. Man hat 


also aus (2) 


an MD IA DE LA- EC) 


wo man das dritte Glied entsprechend umgeformt hatte. 





Die hier auftretenden beiden Summen sind ungerade Zahlen, da sowohl 


P - e wie 17 . ungerade Zahlen sind. Mit n,, ist also auch 
2 IE 
E 5 4 


eine ganze Zahl und damit ist der Satz für Jetzt behandelten Fall bewiesen. 


(Wenn nämlich (3) eine ganze Zahl ist, dann ist auch 


PU) _ Bei z 7 BE (» u, mal. I) 


Bm a rer: 
p 4 
| »o Zabl, ao. P—! 1 “ dri 
eıne ganze Zahl, also BE Be. u cn Saskia (mod. 2). Quadriert man 
die rechte Seite, (es ist «“=a, (mod. 2)) formt man die linke Seite naclı 
x == re ‚ (mod. 2) um und multipliziert man mit 2, so bekommt man 


u 22), (mod. 4), also 137 = (2) ): 


welche schon die En e orm des quadratischen MEERE OR ist). 


s2 


Es seien p,g beliebige verschiedene ungerade Primzahlen. 


Es sei —,,;— eine ungerade Zahl, g eine primitive Wurzel der Kongruenz 


z’r'=1, (mod. p) und «a eine primitive Einheitswurzel 2°-ten Grades. Wir defi- 
nieren das Symbol B für jede rationale ganze Zahl a folgendermaßen: 


[5 =, | =( und HB = >| für a=b, (mod. pP). 


Dann ıst 


EI I-ER 


!) Auf diese Formel, bzw. auf ihre Verallgemeinerung gedenke ich an anderer Stelle zurück- 
zukommen. 








a] 1 R) 
nr [*] = a inde — (— A)in.a_(_), 
| | p = 





erst 
leie 


pq | 


mal 


daı 
zu 

ode 
(0, 


wo 
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Wie e,g, « zu p gehören, so sollen f, h, $ zu q gehören. 
Das Zahlenpaar (5). |) werden wir den Charakter von a nennen. 


q 
Bedeutet n/’, die Anzahl der Zahlen mit dem Charakter (a”", ö*) ın der 


ersten Hälfte des kleinsten nicht negativen Restsystems von pg, so sieht man 


leicht ein, daß 
re Fa .-ı 
NP: > A 2 [7 = ))(4 2 ‚| 5)) 


| pri i i]» 
= 7%, 2 2 Zar Y 





(4) 


i=1l u=0 1=0 


pe 


Abgesehen vom Falle x = v» =0 gibt es immer eine rat. ganze Zahl e, die zu 


pg rel. prim ist und für welche Ai | - y+i1 (z. B. wenn «=+0, so wähle 
man c=g, (mod. p), e=1, (mod. g)) und also in diesem Falle 
Bf jlef ie 
(B) o= 2 5 | | eu N), 
miıp q 


denn die Summe ändert sich nicht, wenn man ci an Stelle von { setzt, während 
sie sich mit y multipliziert. Ferner hat man in diesem Falle 
L | 
7 


(pg)’ . . y (pq)' u u Sie (pa) mr 
0-0 PETE ERST 0 HE; 
i=1 -p g. i=1 p q (= ] p 


Im Ausdrucke (4) verschwinden also die Glieder, die zu einem Indizespaare (,, v) 
rehören, bei dem «+ » gerade und von Null verschieden ist. Folglich 

} (pg)’ 2 — 12° -1 a 1a ‚1% 

nu Alpg) , 1 M°5z ag” | a 


PA yHlmı yet 121 p=0 v=U 
n.+v ungerade 








Nun summiere man hier nach r von O bis 2° "—1 und nach s von O bis 2 ""—1, 
dann verschwinden wegen der Summation nach r bezw. nach s die Glieder, die 
zu einem solchen Indizespaar (w, ») gehören, bei dem entweder u gerade und #0, 
oder » gerade und +0; es können also nur Glieder mit den Indizespaaren (0, 1), 
(0,3)... .: (1,0). (3,0),... verbleiben, also 





hr öü)j— 96 Fr 
BE u ia Eu U He ir 
Na . Rx N. Y(pg) -i- ee Z Z z a ai — ( e :), 
Th 8 yet I vd s=0 i=lu=l p | 
a ungerade 


wo (+++) den Ausdruck bedeutet, den man aus dem vorangehenden Gliede erhält. 
wenn man ın ıhm p und die zu p gehörenden Zahlen, bzw. mit q und mit den zug 
gehörenden Zahlen vertauscht. 

Vollführt man die Summation nach s und formt die Summe nach ı 


. R R i “a+p 1a . a 
derart um, wie im vorigen Par. bei (A), (n-b- 2 = = (0 ergibt sich ähn- 
I=4+ -p 2 


lich, wie bei (B)), so bekommt man 


BE [N|i] 
Npg = r 2 2, (1 — | )a’ Au (++). 





8 y+l 0 i 
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Man vollführe die Summation nach r, (mit Rücksicht auf "= —1), 

und setze O<xz=ind..g = p-—1, also 14} = 0a”, so bekommt man 
—i 
e _eb) 15 Kr 7% 
(2) Te +32, Re; pJ er * 
a ungerade 
Es bedeute a„ bzw. a, die Anzahl derjenigen Zahlen a in der Folge 
p—1 r p+1 ie i) = — ami\ ı a 

RAR 9 bzw. en P 1, für welche 5 — a!) ist, so Ist 


2 ı 1“ 2° —1 

5 +]"- 2 An ame, 

i=1 p m=0 

Setzt man dies in (5) ein und führt man dort die Division aus, so bekommt man 


2 —117—12°—1 
un FEN 2,5 EZ mat + (e), 


u=1r=0 
u nahe 


Hier ist das Glied mit dem Indizespaar (r, m) gleich Null, abgesehen vom 
Falle, wo 2°”' in r + m aufgeht; diese letzte Bedingung ordnet zu einem jeden 


. —] . « 
r zwei — m,, Mm, + 2°” — Werte von m zu, und so bekommen wir nach der Sum- 
mation nach u 


1 i—1 
N. = eu) a 52 & „(Eam, u na, 2-1) + (++), 


woe,n= 1. Da n,, eine ganze Zahl ist, so steht auf der rechten Seite eine ganze 
Zahl auch dann, wenn man e=n=1 setzt. Der Summand ist dann nach der 
Note ersichtlich eine ungerade Zahl, also 


we u 5 + (++) ganz. 


koche, rk de, 














Da DR = 5 == ra (mod. 2), so ist 
3 SHE 
Pu), 2A (7) 
8 4 4 


ganz, woraus der Satz, wie am Ende des vorigen Paragraphen, folgt. 


na m  m+2° m+ (-1)* 
1) Offenbar ist a,, + «’,„, gleich der Anzahl der Glieder in der Folgeg ‚9 -:-9 ° 


p—1, a p—-i — 1]fi „e-ı[ ! 
d.h. ut am = ui anderseits ist @’„,= @,,..e-ı, da wo = 5 En =a Bi 


eine ungerade Zahl. 


let 








Über Potenzreihen von Matrizen. 


Von Kurt Hensel in Marburg a.L. 


Unter den Anwendungen des System- oder Matrizenkalküls, die in den 
letzten Jahrzehnten gemacht worden sind, bietet die Funktionentheorie oder die 
Infinitesimalrechnung der Matrizen, wie sie von Volterra und Schlesinger begründet 
und besonders von letzterem mit so großem Erfolge auf die linearen Differential- 
gleichungen angewendet worden ist, ein besonders großes Interesse. 

Die Grundlage für diese Untersuchung bildet die Betrachtung eines Funk- 
tionenelementes oder einer beliebigen Potenzreihe 

PT)= a t+aTf+agT”+.--, 
deren Argument ein variables System n-ter Ordnung 
T = (tx) 
ist, während seine Koeffizienten a; gegebene Skalarsysteme derselben Ordnung 
bedeuten. 

Die Hauptfrage ist hier, für welche Werte von 7 ®(7) konvergiert, in welcher 
Weise also die Variabilität von 7 = (t;.) durch die Forderung der Konvergenz 
beschränkt wird. Diese Frage hat nun eine sehr schöne und einfache, jedoch nicht 
vollständige Beantwortung durch einen Satz von E. Weyr gefunden (Bulletin des 
sciences mathömatiques ser. 2. Bd. XI); sein Beweis ist aber ziemlich kompliziert 
und gibt, wie mir scheint, nicht die volle Einsicht in die Natur dieser einfachen 
Frage. 

Ich möchte daher in diesen Zeilen eine neue und vollständige Beantwortung 
dieser Frage geben, die aus den Resultaten meiner Abhandlung ‚Über Körper 
von Matrizen‘ (ds. Journal Bd. 127, S. 116 fled.) unmittelbar hervorgeht. 

Nennt man zwei Systeme 7T und 7’ = P-!"TP äquivalent, wenn jedes in 
das andere durch kontragrediente Transformation mit einem beliebigen Multi- 
plikator P hervorgeht, so folgt aus der bekannten und auch leicht direkt erweis- 


baren Beziehung: 
BT’) = BIP-TP) = P-'X(T)P; 


daß ®(7) dann und nur dann konvergiert, wenn dieselbe Potenzreihe für irgendein 
zu T äquivalentes System 7’ konvergent ist. 

Man kann nun von vornherein 7 durch ein so einfaches äquivalentes 7’ 
ersetzen, daß sich für dieses die hier aufgeworfene Frage ganz trivial beantworten 


läßt. 
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Jedes System n-ter Ordnung 7T genügt bekanntlich einer eindeutig be- 
stimmten Gleichung niedrigsten Grades der sog. Hauptgleichung mit skalaren 
Koeffizienten: 


(1.) yit) =’ +biT 4. +, =lt — u)”"...(t — TG)", 
deren Grad »<n und deren linke Seite, was hier nur beiläufig erwähnt werde, 
ein Teiler der zu 7 gehörigen Determinante | t— 7 ist. Äquivalente Systeme 
genügen offenbar derselben Hauptgleichung. 

Der erste Satz, welchen ich in meiner Arbeit mit den einfachsten Mitteln 
bewiesen habe, ist nun dieser: 

Jedes System T ist äquivalent einem Systeme 7’ von der Form: 


10 ---0 
0 Ta + --0 

(2.) T!= z ’ 
00 ---T,, 


in welchem jedes der in der Diagonale stehenden Ti; ein quadratisches System einer 
Ordnung n; ist, dessen Hauptgleichung: 


yet) = (lt — 
nur aus je einer der r Linearfaktorpotenzen von y(t) besteht. 
Da nun für dieses äquivalente System 7’ = (Ti;) offenbar: 


Ber 8 +: 
0 Ta) .-- 0 
(2a.) Y(7T)= en ® 


ist, da also ®(7’) und somit auch ®(7) dann und nur dann konvergiert, wenn 
dasselbe für jedes der r Partialsysteme ®(7‘;) der Fall ist, so braucht die Frage 
der Konvergenz nur für irgend eins derselben untersucht zu werden. 


Wir können und wollen also von vornherein annehmen, daß schon für das 
ursprüngliche System n-ter Ordnung 7 die Hauptgleichung: 


(3.) yi) = (t—ı’ =0 
die Potenz eines einzigen Linearfaktors ist. Dann ist also (7 —r)’ = OÖ die nie- 


drigste Potenz von 7 —r, welche Null ist und die Rangzahlen der » ersten Po- 
tenzen von T —r 


(7—:P]=v, IT— el, UT— er)... (7 —r)) 

bilden eine nicht zunehmende Reihe von positiven ganzen Zahlen. Dasselbe gilt, 
wie hier nur erwähnt zu werden braucht (vgl. a. a. O. 5.144 (4.)), von ihren » Diffe- 
renzen , = %= > e,, wo allgemein: 

(4.) e; = [(T — r) 1] — (7 — r)], G=ı12...») 
gesetzt ist. 

Ich teile nun das System n-ter Ordnung 7 dadurch in »? Partialsysteme: 

(5.) T = (Ta), (i,k=1,2,...»), 
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daß ich der Reihe nach je e,, &, . . . e, Zeilen zu je einem ersten, zweiten, .... v-ten 
Horizontalabschnitte zusammenfasse, und ebenso mit den Kolonnen verfahre, so 
daß also allgemein T';, aus e; Zeilen und e; Kolonnen besteht. Dann ist das System 
T —t, wie a.a.0. S. 147 (6.) gezeigt wird, äquivalent einem reduzierten Systeme: 


010--.-0 
001---0 
(6.) T—ı=|! | 
000-.-.-1 
000--.-0 


welches nur in der ersten Parallelreihe rechts oberhalb der Diagonalen von 
Null verschiedene Elemente enthält, und zwar jedesmal die den Partial- 


systemen 775, 7’, . .. entsprechenden Einheitssysteme. Dann folgt von selber, 
daß (7’— r)?, (T”’— r)®,...(T’’— r)”! der Reihe nach nur in der zweiten, 
dritten, ... (v — 1)-ten oberen Parallelreihe die entsprechenden Einheitssysteme 


und sonst lauter Nullen enthält. 
Wir nehmen nun an, daß bereits 7T— r für das gegebene System 7 diese 


reduzierte Form hat. Dann ergibt sich für die zu untersuchende Potenzreihe 
%(7) die Gleichung 


(7.) BT) = Plr + (T— ?)) 
= Try + (T—)) ++ (T— SD)? + --, 
und da das Skalarsystem 7 mit jedem anderen vertauschbar ist, da ferner (7 — r)' 
und alle höheren Potenzen von 7T— r Null sind, und da endlich die » ersten Po- 
tenzen von T— r, welche nur mit Skalarsystemen multipliziert sind, lauter an 
verschiedenen Stellen stehende Elemente haben, welche sich nicht aufheben können, 
so erhält man für ®(7) die folgende einfache Darstellung: 
P (v—1) 

7a.) BIT) = Bl) + PET + Tat hr = (T—). 

Dann und nur dann konvergiert also ®(7), wenn die » ersten Ableitungen 

PU), Pd), -- Pr) 

für die »-fache Wurzel t = r der Hauptgleichung für 7 konvergieren. Also diver- 
giert ®(7), wenn z außerhalb des Konvergenzkreises $, von ®(t) liegt, und ®(7) 
konvergiert, wenn sich r im Inneren desselben befindet, weil dann nicht bloß ®(t), 
sondern auch alle seine Ableitungen für t = ı konvergieren. Liegt dagegen z auf 
der Peripherie des Konvergenzkreises, so besteht dann und nur dann Konvergenz 
für {= T, wenn die ersten » Ableitungen von ®(t) für diese »-fache Wurzel 
der Hauptgleichung konvergent sind. Konvergiert aber in diesem Falle nur die 
letzte von ihnen ®®-V(r), so gilt nach einem bekannten Satze (vgl. z. B. Pringsheim, 
Funktionenlehre S. 321 unten) dasselbe für alle früheren Ableitungen. Diese eine 
Bedingung ist also in diesem Falle notwendig und hinreichend für die Konvergenz 
von ®(T). 

Da im allgemeinsten Falle, daß die Hauptgleichung für 7 die Form (6.) hat: 

y(t) = It — ıy = 0, 


Journal für Mathematik, Bd. 155. Heft 2. 15 
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für jedes der r dort sich ergebenden Partialsysteme 7‘; in (2.) das Gleiche gilt, 
so ergibt sich endlich der ganz allgemeine Satz: 


Eine Potenzreihe ®(t) divergiert für t = T, wenn auch nur eine der r-Wurzeln 
der Hauptgleichung y(t) =0 für 7T außerhalb des Konvergenzkreises , 
von ®(t) liegt, sie konvergiert stets, wenn sich alle r-Wurzeln im Inneren 
von $, befinden. Für jedes z endlich, welches auf der Peripherie von $t, 
liegt, muß P®-V(7) konvergent sein, wenn 7 eine #-fache Wurzel der Haupt- 
gleichung von T ist. 


Nur den ersten Teil dieses allgemeinen Satzes hat E. Weyr in der oben er- 
wähnten Abhandlung aufgestellt und bewiesen. 


Offenbar kann man den Satz auch in der folgenden Form aussprechen: 
Die Potenzreihe (2) konvergiert dann und nur dann für t=[T, wenn für 
jede Wurzel z der charakteristischen Gleichung für 7, PB”-V(7) konver- 
giert, wenn z eine »-fache Wurzel derselben ist. 


Alle ganzen transzendenten Funktionen wie e, sin t, cost,... deren Funk- 
tionselemente ®(t) in der ganzen komplexen Zahlenebene konvergieren, sind also 
durch dieselben auch für jedes Argument 7 = (t,.) definiert. Da aber z. B.: 


PP. 
lg (1 +1) = Kt) witz + 7 
für jedes ? in und auf dem Einheitskreise mit Ausnahme von i = — 1 konvergiert, 
sonst aber divergiert, so konvergiert auch die durch die Reihe 


p 7° 
UN=T—-,+3— 
definierte Funktion Ig (1 + T) für alle und nur die Systeme 7, deren Wurzeln 
t in oder auf dem Einheitskreise liegen, aber + — 1 sind. Da endlich die Potenz- 
reihe 


Bu) = 2; 


den Einheitskreis als Konvergenzbereich hat, und auf seiner Peripherie absolut 


konvergiert, und da 
o fr—1 


Pu)=2 
auf jenem Kreise nur für i = 1 divergiert, während 
Zr Lime 


y 
auf demselben Kreise durchweg divergiert, so konvergiert ®(7) dann und nur 
dann, wenn für alle Wurzeln 7 der Hauptgleichung von 7 || << 1 ist, mit der Be- 
schränkung, daß 7 = 1 höchstens eine einfache, alle übrigen 7 mit |7 =1 
höchstens Doppelwurzeln derselben sein dürfen. 
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Einige periodische Kettenbruchentwicklungen. 


Von A. Arwin in Malmö (Schweden). 





Bekanntlich wird die Entwicklung einer quadratischen Irrationalität über 
K(1), dem Körper der rationalen Zahlen, in einen regulären Kettenbruch peri- 
odisch; auch die quadratischen Irrationalitäten über Ä(i) (i?? = — 1) sind, wie 
es besonders die Herren J. Hurwitz und G. Mathews') dargelegt haben, peri- 
odisch. Ich werde hier dasselbe Ziel verfolgen, will aber die Periodizität in 
einer sozusagen mehr algebraischen als geometrischen Weise vorführen, wodurch 
das Resultat gleich auf die Körper K(iY 2), K(iY3), K(iY7) und K(iY11) ver- 
allgemeinert werden kann. 

Wir gehen deshalb von irgendeiner quadratischen Irrationalität 
0 = (Ps +VD)/Q, = Mo + iv, aus, wo Py,Q,, D ganze Zahlen in Ä(i) bedeuten, 
und daher », der quadratischen Gleichung Q,2? — 2P,2 — Q-ı = 0 genügt. 
Jetzt werden die ganzen rationalen Zahlen a, und db, aus den Ungleichungen 
up — | = 1/2, |v, —du| = 1/2 bestimmt. Im Falle der Gleichheit soll der ab- 
solut kleinste der Werte a oder b gewählt werden. Für o, = a, + ib, wird 

1 


(1) ch rn 


=... 1 
7 -—- u — — m — 
wo infolge |, — o| = \: Ma v2 
fortfahrend geht die folgende Entwicklung 
(1) Or = 0 + — (=0,1,2,...) 
hervor und daraus die Äquivalenz 
ar Pu@u + Ba 
(2) Rn Au®du + Au-ı 
Wird in gleicher Weise &, = (YD — P)/Q, in einer Kette (1) entwickelt, so ent- 
steht die ‚„komplementäre‘ Kette, die ım allgemeinen von der vorigen verschieden 
ausfällt. Werden nun rationales und irrationales in (1) getrennt, so berechnet man 


(3) (PoPu + D) Au == PRoßu y P Qu Au—ı = OQußu-ı 
(Po + P.) Au — Qoßu a 3 Ouau—ı 
und nach Elimination von a,-ı: 


(P5 — D)a, — Qo(Po — Pı) Bu =. — QrQußu-i; Qu(Po + P,)a u; QöBu voräie Pu ni 


: |©,|>Y2 wird. In derselben Weise 





’ Puau-ı — Pu—1@y u Sa (— 1)" . 





!) Hurwitz, J.: Acta Mathematica, Bd, 23. — Mathews, B. @.: Proceedings of the London 
Math. Society (2) 11, 


15* 
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d.h. die für unsere Zwecke bedeutende Formel 


(4) (Qoßu — Poau)? — Du = OQulBuau-ı — Bu-ıau) = NuQoQu 
oder auch 
(Quau-ı + Pau)? . Da; = NuQoQu- 

Angenommen, es sei in (1) für irgendwelche u: ®, = + w, oder gleich einer der 
assoziierten Zahlen + io,, so ergibt sich P, = Pu Qu = +Q oder = F iQ, 
und damit aus (3): 2P,au=0 (mod. Q,); und angenommen, was stets im fol- 
genden vorausgesetzt wird, D sei ohne quadratische Teiler, so folgt aus (A) 
unter allen Umständen 2a, = 0 (mod. Q,). Multipliziertt man also (4) mit 
(2/Q,)?, so ergibt sich eine ganzzahlige Lösung u, » der Gleichung =? — Dy? = +4 
oder = + Ai in K(i). Dabei ist also u — D®=0( (4) Es si D=m+ni 
und erstens m=n==0 (2), d.h.D=0 (1 +i), weshalb u = 0 (1 +) und also 
auch v=0 (1 + :); mithin ergibt sich dann aus (4) eine Lösung u, » der verallge- 
meinerten Pellschen Gleichung x? — Dy? = +1 oder +i. Ist ferner D=E0 (1-1), 
so gilt jedenfalls a=»(1-+i). Ist dann m=0(0,n=E0 (2), und wäre 
v=v==0 (l-+i) in „— DV, so wäre ?Z= +1, "=7+1 (4), d.h. 
„—D®=+1+i=0 (2), weshalb uns (4) ebenfalls eine Lösung der 
Pellschen Gleichung geben muß. Im Falle m==0,n=0 (2), ==0 (4) wird 
D= : (2), =e(4) (e=A,i) und 1, = (YD-+e)/(1 +i) bilden eine Basis des 
Körpers K(YD)!). Wäre u=v=:E0 (1 -+i), so wäre H+1+D=( (4), unserer 
Annahme über D widersprechend; es wird daher a=»=0 (1 +1), d.h. nach 
Wegdivision von (1 + 1)?: „"—Dv=0 (2) aber nicht mehr (mod. 2 + 2:i). 
Aus (4) gewinnt man diesmal eine Lösung der Gleichung u? — Dv? = +2 oder 


u—ev , YD +e ie _ 
Ir; es v. Es kann natürlich ein 
treffen, daß nochmals u=»v=0 (1 -+:) wird, und alsdann haben wir eine 
Lösung von Pells Gleichung, d. h. stets Einheiten des Körpers. Im Falle 


m=|=0 (2), n=0 (4) endlich wird D=e? (4), 1,r= (VD + e)/2 eine Basis; 


und aus 4a? — Dv?= +4, + 4i ergibt sich die Einheit 7 = I— —- uk v. 


Wird also aus irgendeiner Ursache in der Äquivalenz (1) ,= +9, + io, 80 
wird stets eine Einheit des Körpers gewonnen. 





+ 27, und somit die Einheit 7 = 


Es sei weiter die obige Entwicklung periodisch mit ©, = ®w, und 

1 1 
Pu/au c +. + + 
bruch für ,/a, sei dieselbe Periode nochmals angehängt, d.h. ßg,/a2. = [09 * * 'u—.ı; 


2 
09° *"0u_ı]gebildet, dann berechnet man ausbekannten Formeln Pra _ Pat Pu-ıan ?), 
Aau Bulu + Qu -1Q, 


und da 2 + Pu-ıa, und Puau + @,-ıa, Sich leicht als relativ prim erweisen, 


wird Qoßeu = Qo(P2 + Bu-ıa) = Ode + Buau-ı — Nu) = 2Q, BE — 2 Poßuau — Qo Nu 
und Q,azı = QpPßu au + Qpau-ı au = 2au(lQOyßu — Poau) infolge (3) für Q, = (ı- 


1!) Sommer, O.: Vorlesungen über Zahlentheorie 1907, S. 298. 
®) Perron, O.: Die Lehre von den Kettenbrüchen 1903, S. 7 Formel 11. 





= [09, 01 °'* 04-1] ihre Periode. An diesen Ketten- 
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Leicht durchrechnet man { (Q,ßu — Pa) +VY Da}? = (Ooßu — Po) + Das 
r VD20,(Qoßu — Poa,) = 2(Qpßa — 2QoPoßuau + Pay) — Qunu + V D2a,(Qoßu— Poau) 
= { Qo(2Qoßa — 2 Poßuau = Qonu) — Po2aulQoßu — Po) } + VD2au(Qoßu — Poau) 
= Qu(Qoßzu — Poazu) + V DQ@yazı- 

Das Resultat einer einmaligen Erweiterung der Periode von f,/a, wird also 
gleichwirkend mit einer Erhöhung in (4) zur zweiten Potenz. In derselben Weise 
wird bei jeder neuen Erweiterung die Potenz in (4) um einen Grad erhöht. 

Unser nächstes Ziel ist nun, einen Beweis der Periodizität der Entwicklung (1) 
zu geben. Wir wollen deshalb annehmen, es sei in (2) |.| und |a„| für u 
beschränkt, dann wäre infolge (4) |Q,| und dann | ?„| beschränkt; mithin wird die 
Entwicklung (1) sicher periodisch. Dann würde also eine Gleichung (4) für u =(, 
unendlich viele, verschiedene Lösungen haben, was der Annahme, daß | „| und | «, | 
beschränkt seien, widerspricht. Zunächst nehmen wir an, nur eine der beiden Größen 
'ßu| oder |«„| wächst über jede Grenze, beispielsweise | «,|, da andernfalls wir mit 
l/o, statt w, in (2) operieren können. Infolge |a,|— © muß aber eine Teil- 
folge u, in u existieren, für welche ausnahmslos || > |«a-ı| wird. Mit 


N ıq —1 G—1 . ‚ 
o|z2Y2, u 1 kann dann w, + —Z — 0 nie hervorgehen. Also wird 








I | Go 
 — fe _ - —0, 
nf 
N (0, ; ) 
d.h. aus |«.!|— © muß ebenfalls |d,|— » folgen. Wir wollen jetzt 
5 ee 
(5) u: 


einführen, wo |Z,| < M ist, und M eine bestimmte endliche Konstante bedeutet. 
Dies gilt wenigstens für alle o-Werte aus der genannten u,-Folge. Daraus haben wir 


Pe _ Ze 


WW — — = 
0 2° 
Up 0, 


Es sei ®, die zu ®,„ relativ konjugierte Zahl, d.h. für » = (P, + Y D)/Q, 
sei &, = (P, — YD)/Q,; dann ergibt sich 











Fr d—1 Ti — } 
Vo be. un _—— rn le -— rn u ne u ie VE — 0) . 
“ a? (©, _— Pe) a? (@ — + e 
’ i 
‘ a, e\ 0 v az 
Wir dürfen also für Zahlen aus unserer u,-Folge schreiben 
BE Go—1 i D 
Dr 
(6) tete, 1810, 
0 
wie auch 
 G-ı 
o, un - le. 
, 0 


Mithin wird 
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d. h. 


1 1 
—— —|6,|> —. 
Sr 
Da ©, = (P, +YD)/Q, der quadratischen Gleichung Q.%? — 2 PX — Qs-ı = 0 
genügt, die durch die Transformation (1) aus der quadratischen Gleichung für o, 
hervorgeht, so wird |, —@®,| = |2YD/Q,| und also der gegebenen Ungleichung 
zufolge 


| ©. — @e| = 


IQ <2M,| VD]. 


Zudem sieht man aus (6), daß |o,| = |(P, —VD)/Q,| und somit |Pr/Q, | 
beschränkt sind, d. h. es wird ebenfalls 
IPel< M,|Q,| <2M,M;|VD|. 


Daraus schließen wir, daß in dieser unendlichen Teilfolge ®, notwendig 
dasselbe Element &, wiederholt auftreten muß, d. h. die Entwicklung (1) muß 
periodisch fortschreiten, was wir eben beweisen wollten. 


Wir haben bis jetzt nur u 


Ay 


| 
Be _Pe-ı _ _M ‚daß in der Tat allgemein BRER .] 0 
1.7) —1 Go— 100 | Au, 


0 für die u,-Folge schließen können, 





sehen aber auf Grund 





konvergiert. Über den Grad der Approximation werden wir bald näheres angeben. 
In Analogie mit den gewöhnlichen Kettenbrüchen finden wir mit Rücksicht auf (6) 


auch jetzt, daß aus u = |, 0 folgt. Es ist je- 





—0 die Relation co + z 


|Au-ı | 
Au 
wie in den gewöhnlichen Kettenbrüchen, den zu ß,„/a, inversen, regulären Ketten- 
bruch darstellt, 

Aus dem eben gegebenen Beweise dürfen wir aber weiter schließen, daß die 
Zahl der geschlossenen Ketten eines festen D endlich sein muß; und wir können 
eine obere Grenze der |Q,| in &; angeben. Aus der Existenz von Wertfolgen 
|o,|>YV2, ©, + — 0, — = 1 folgt nämlich unmittelbar 

e 0 

I. —@,| = |2YD/Q,|Z>ZY2—A1, d. h. die Existenz eines Bruchnenners 
IQ.1S 2(Y2-+4)|YD| in jeder Kette. Eine eindeutige Zuordnung unter Formen 
mit der Determinante D und Idealzahlen aus dem Körper K(YD) vermittelnd, 
die in der Tat auch noch mit K(:i) als Grundkörper sich durchführen läßt, 
können wir, uns der in diöser Theorie bekannten, genaueren Ausdrücke für die 
obere Gone von beispielsweise Herrn Minkowski: (4/r)' 4!/4"|VYD| (n gibt den 
Grad des Körpers an, s die Anzahl der Paare imaginärer Wurzeln, D die Körper- 
diskriminante) bedienen. Die Kettenentwicklungen (1) sind sehr geeignet, um 
das in der Theorie der Ideale vorherrschende Problem der Äquivalenz zu lösen, 
was wir unten ausführen werden. Auch um die Faktoren einer Primzahl zu 
finden, leistet die Kettenentwicklung gute Dienste, denn dies kann als ein spe- 
zieller Fall des allgemeinen Formenproblems: eine beliebige Zahl A in einer ge- 





doch zu bemerken, daß weder ausnahmslos <4A ausfällt, noch a,-ı/a., 
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gebenen Form (aa b,, a,-ı) = a,2? + 2b,xy + a,—y? darzustellen, aufgefaßt 
werden. Ganz ähnlich wie in Ä(1) als Grundkörper!) suchen wir alle Lösungen 
x= a” von =D (mod. Aa,), die gleichzeitig + a” =b, (mod. a,) genügen 
(b —a,a,—ı =D). Mit diesen a" wird die Kette von w, = (a) + VD)/Aa, ent- 
wickelt, wobei die und nur die a" Lösungen abgeben können, für welche w, zur 
Hauptkette führt. Denn in diesem Falle ergibt sich aus (4) die Lösung 


(Aa,ß: — aNa,)? — Da; = n,Aa,. 
Da a) = + b.(a,) ist, wird aber M, = Aa,fı -— "a, = — Va, =+ b,a;(a,), d.h. 
M,+ b,a,;, muß durch a, teilbar werden. Mithin wird die ganze Zahl x = y, aus 
K(i) eine Lösung der Gleichung M, = xa, £ b,a, und folglich 

a,y% + 2b,Yz@: + a,_10% sun N,A, 
wie erwünscht wurde. Alle Lösungen werden auch hier durch Multiplikation mit 
Einheiten gewonnen. 





.I@ 
-3Hi -241 ei + Tri 2ei 3+i 
- rn. - 


ri v4 N ZN’ a 
"ii 
































Pi. R 
-3-i -2-i - ER 4 
ı Er 7 2-i HH 


Figur 1. 





Wir wollen mit ein paar Worten die geometrische Deutung unseres Verfahrens 
(1) klarlegen. Wie in Fig. 1 wird die Ebene in Quadrate um die ganzen Zahlen 
a-+ib lückenlos geteilt. Sei w, = (Pu + VD)/Qx = uu + iv„, dann bedeutet 
geometrisch die Bestimmung der ganzen Zahl o, = a, + ıb„ aus den Ungleichungen 


1 
tu — au! S 7 u —bu|lS z die Angabe des Quadrates, in das », = u. + In, 
hineinfällt; und die Operation &, — 0, = w, ergibt eine Transformation jenes Qua- 


drates in das Quadrat am Nullpunkt, während o, = - analytisch eine Spiege- 


u—l1 
lung am Einheitkreise darstellt, die bekanntlich durch die Formeln x, = z,/(2? + 42), 
Yı= —Ya/(x3 + y3) gekennzeichnet ist. Infolgedessen werden die Seiten des 
Ursprungsquadrates in Kreisen wie in Fig. 1 gespiegelt, und das Innere des Qua- 
drates wird in das außerhalb dieser Kreise liegende Gebiet G transformiert. Da 





nun alle », in G fallen, so wird ausnahmslos |o,|> Y2. Wir werden bald 


auf eine ähnliche, geometrische Interpretation für die Körper K(iY2) bis X(iY1#) 
hinweisen. 





1) Arwin, A.: Periodically closed chains of reduced fractions, Annals of Mathematics Vol. 24 
Ss. 53ft. 
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In einer früheren Arbeit!) habe ich gezeigt, daß stets, wean eine quadratische 
Kette mit ihrer komplementären zusammenfällt, diese in den Koeffizienten sym- 
metrisch werden muß (und dann nach der Terminologie der Formen ambig genannt 


werden kann) und somit mit zwei charakteristischen Elementen &, = (P, + VD )/Q, 
von der Natur D=P% + 0% oder D = 0 (Q,/2*) ausgestattet ist. Das Vorhandensein 
dieser Elemente genügt auch in Ä(:), um die beiden Entwicklungen zum Zusammen- 
fall zu bringen, denn aus D=P%+0% folgt sofort die Äquivalenz (YD — P,)/Q, 
— 1//VD+ P,)/Q, und au D=0, P,=0 (Q,/(1 + ı)), wo e= 0, 1 oder 2, eine 
Äquivalenz (YD + P,)/Q, = 4 + (VD— P,)/Q,, da ja u, stets ganzzahlig aus 
2P,= uQ, zu entnehmen ist. Die Symmetrie in den Koeffizienten des Ketten- 
bruches besteht aber nicht mehr notwendig, und die reguläre oder regelmäßige 
Entwicklung ist auch’nicht die einzige mit der Bedingung | w, | > 1, sie ist gar 
nicht eindeutig wie in Ä(1) durch die Bedingung |», | >1 definiert. In K(i) 
ist es wenigstens nicht ausgeschlossen, daß noch andere Ketten, die mit ihrer 
komplementären Kette zusammenfallen, ohne die erwähnten Elemente zu be- 


sitzen, existieren können. Sei &, = (YD — P,)/Q, durch eine reguläre Kette 


[09 0°" 0r—ı] = ßı/a;, mit &, = (YD+ P,)/Q, zur Äquivalenz gebracht, dann 
haben wir unter Berücksichtigung von (3) für ,=—P,Pı=P., % = A=Q,, 
daß ß; = a,—ı ist, und sonach formal?) entwickelt a,/a,-ı = «/fı = [0:1 ::: o,]. 
Machen wir von Anfang an 9 =(0, so wird [oı 9-1] = [0:—ı : - : 0,], woraus 
wir aber in Ä(i) weder auf Symmetrie noch auf die Existenz der erwähnten 
Elemente D=P5+Q% oder D=0 (Q/(1 +i)) ohne weiteres schließen 
dürfen. 

Wir wollen die Möglichkeit, die „kleinste“ Lösung von Pells Gleichung zu 
bestimmen, einer Prüfung unterwerfen. Wie wir gesehen haben, muß die Kette 


von &, =D geschlossen werden, und aus der Periode wird eine Lösung 
„—DwW®=n, (n= +1, +i) in ganzen Zahlen gefunden. Nach allgemeinen 
Sätzen über Einheiten muß in den von uns betrachteten Zahlkörpern eine ein- 
zige Grundeinheit existieren. Folglich müssen alle Lösungen von Pells Gleichung 
sicher durch Potenzieren einer einzigen, der „kleinsten“, gewonnen werden 
können. Sei $,— Da, = n, diese kleinste Lösung und (ß, + a,YDy = BY + aD. 
Durch einfaches Ausmultiplizieren wird bestätigt, daß das Produkt Aal stets 
algebraisch durch ß,«, teilbar wird, d. h. PDag = P,a, Y(ß,, a,), Wo y(ß,,a,) als 
ganze, von Null verschiedene Zahl in Ä(i) größer oder wenigstens gleich Eins 
ausfällt. Wählen wir für -r einen bestimmten Zahlenwert, so können bessere 
Grenzen angegeben werden. Sei nun D=a-+tbi und „W"—Dv»"=n die aus 
der Kettenentwicklung gewonnene Lösung, die also entweder selbst die kleinste 
wird oder andernfalls eine Potenz derselben darstellt. Dann muß im letzteren 
Falle dem oben Gesagten zufolge die kleinste Lösung f,, a, die Ungleichung 
| ßoa,| <|ur| erfüllen, und wird nach einigen Versuchen gefunden, wenn nicht 





!) Arwin, A.; Periodically usw. S. 43. 
2) Perron, O.: Die Lehre von den Kettenbrüchen 1913, S. 32, 
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überhaupt schon die kleinste Lösung aus irgendeiner der Kettenentwicklungen 
gewonnen ist. 


Über den Grad der Approximation in (1) können wir folgendes aussagen: 
Aus (1) und (4) deduzieren wir 


Qoßa — 2Poßum - Qu =, (e=1,2::-9), 
wo A die Periode bedeutet. Subtrahieren wir die Gleichung . 
0,0 —2P,® —Q-ı =0, 
so wird 
(0 E)(Qo + 027) = Ute, 
d. h. | 
| Bu IQ. | 


7 0 — — | — — 2. 
> | 21YD| La]? 





und der rationale Bruch ß,/a, in Ä(i) approximiert ® mit derselben Genauigkeit, 
wie es bei den Kettenbrüchen in Ä(1) der Fall ist. Die bestmögliche Approximation 


geht natürlich für das kleinste | Q,| der Periode hervor; für » = YD wird beispiels- 
weise |Q,| = 1. 

Alle oben entwickelten Tatsachen bestehen unverändert für die Zahlkörper 
Küy2), KiiY3), K(iY7), K(iYi1), wie am einfachsten durch einen verglei- 
chenden, geometrischen Gesichtspunkt hervorgeht. In den drei letzten Körpern 
bilden 4, = (1 + iV 3)/2, (1 + iY7)/2, (1 + iY11)/2 eine Basis. Die ganzen 
Zahlen dieser Körper nehmen die Gestalt a -+ br an, wo a und 5 ganze rationale 
Zahlen sind; und die Zahlen a + br können, genau wie die Zahlen a + ıb aus Ä(i), 
als ein Punktgitter in die Ebene eingelagert werden. Werden diese Punkte als 
Mittelpunkte in Rechtecken von den Seitenlängen respektive Y3/2, Y7/2, Y11/2 
und 1 eingeschlossen, so wird dadurch die Ebene lückenlos bedeckt, und da 
(y11/4)® + (1/2)? = 15/16 <A ist, so fällt stets das Rechteck um den Nullpunkt 
ganz innerhalb des Einheitskreises; auf Grund dieser Tatsache wurde der Beweis 
der Periodizität geführt, wie ohne weiteres bestätigt wird. In X(iY2) werden die 
Rechtecke ebenso gelagert wie in Ä(i), in den drei übrigen Fällen werden aber 
die Rechtecke mit ungeradem b um 1/2 gegenüber den Rechtecken mit geradem b, 
wie in Fig. 2, verschoben. Haben wir also z.B. &, = (Pu + o)/Qu, ®®=m+nr, 


+ iv11 
= er so muß zunächst in ®&, = uu + »„t die ganze rationale Zahl b, 
aus der Ungleichung |», — b„| < 1/2 bestimmt werden; für ungerades 5, suchen 





2a + u 
2 


wir „= (2r + 1)/2 aus | — Cu < 1/2, für gerades b, aber c, ganzzahlig 


aus E- a RU 1/2, wodurch erreicht wird, daß c, + ib,V11/2 stets die 


Gestalt a, + b„t mit ganzzahligen a, und b, annimmt. Im Ringe R(iY 3) werden 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 16 
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die Verhältnisse ein wenig abweichend. Hier hat nämlich das Rechteck um 


den Nullpunkt die vier Punkte (+1 +iy3) mit dem Einheitkreise gemein, 
weswegen der Beweis modifiziert werden muß, wie getan werden kann; es werden 


also auch die Kettenentwieklungen mit Koeffizienten a + ibY3 periodisch. In 


K(iy5) können ebenfalls mit Hilfe eines Kunstgriffes periodische Ketten ent- 
wickelt werden, was wir aber hier übergehen wollen. 
Ber. 


-Ar -243 -AT Rs HT ur 
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Figur 2. 


Wir gehen dazu über, die obige Theorie mit Beispielen zu erläutern. Wählen 
wir K(iV7) als Grundkörper und nehmen = Y1 +37, = (1+ iy7)/2, 
”=r—2, =1—r D= [Avo(r— Tr) = 2.7.22. Einem allgemeinen 
Theoreme zufolge!) dürfen wir schließen, daß aus einer Äquivalenz (1) mit ganzen 
Zahlen in K(iY 7) notwendig eine entsprechende Äguivalenz von Idealen folgt. 
Es muß aber besonders gezeigt werden, inwiefern umgekehrt aus einer Äqui- 
valenz der Ideale eine Äquivalenz (1) folgt. Die Bedingung hierfür lautet 
offenbar, daß Zähler und Nenner im Zahlbruche eine Relativbasis konsti- 
tuieren, was in verschiedenen Fällen ganz wie mit Ä(1) als Grundkörper be- 
wiesen werden kann?). Die Primzahlen, die wir zu untersuchen haben, ergeben 


sich daher aus der genannten Ungleichung pi < (4/r)?.4!/44.|YD|=20. Sie 
1+iy7 1—1iy7 
2 2 
nochmals in X(w) zerlegt; die Primzahl 3 ist in X(iY 7) unzerlegbar, wird aber 
in K(w) in Faktoren aufgelöst; so auch 13; für 41 gilt 11 = (2+iy7).(2—iy7) 
und jene zerlegen sich wieder in X(®); 5, 17 und 19 bleiben in XÄ(®) Primzahlen 
und endlich zerfällt 7 in K(iY7), aber nicht in X(w). Wir berechnen nun 


o = A +3r = 1,50 + 0,797, und bilden damit nach unserer Regel oben die 
folgenden Ketten, erstens die Hauptkette 


‚ und jene Faktoren werden 








zerlegen sich wie folgt: 2= 

















a _ 1 o+i+rr_ 1 
Be 3; rt 2 Gr a = rg 3 
2 1 





!) Hübert, D.: Die Theorie der alg. Zahlkörper, S. 225, Satz 53. 
2) Sommer, O.: Vorlesungen usw. S. 39#. 
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= . wird mit Hilfe von (4) (37) — (1 +3r)(1 + r)?=1 
eine Lösung von Pells Gleichung. Um zu entscheiden, ob diese die ‚kleinste‘ 
Lösung sei, haben wir, wie schon gezeigt wurde, alle möglichen Kombinationen 
Pg, @ aus der Ungleichung | d,a,| S |3r(T+1)| = 6/2 zu prüfen; es ergibt 
sich, daß wir die „kleinste“ Lösung in „ =3tT + w(1 + r) erhalten haben. Als 
zweite Kette wird 


Au1 +r+ 














1 o+l+r_ 1 
ee ET IT: 
1—r u 


ausgerechnet, die von der vorigen verschieden und ambig ist, da 
D=1+3T=0 (mod. Q, = 1/2) für e=1 wird. Diese beiden ambigen Ketten 
sind tatsächlich die einzigen, denn aus 1?=1 +3r (3) folgern wir 





u. A N Bi. 
3 oa +2’ 
er" 
d. h. die vorige Kette, und aus ?=1-+3r7(2 +17): 
RE “ "rb. —=2— 7 | ee 
2+iy7 1+2r "o®+2+r’ 





d.h. die Hauptkette mit {(1 + 27)(2 —r) —4}! — (1 +35r)-1?=1+2r oder 
|+2r=(rt+2-—o)(T+2-+ 0), und aus 

















o+2— iy7 BE 2 Beast ZN 1 EIS} RER 20. EEE: ER RER 1 
7247 Bu: BER FR, A u +T+1 
—(1— 7) —_$ 
erhalten wir nochmals die zweite Kette. Zuletzt ergibt sich 
o+3-+ 2r 7 1 
a Sn 
T 


Somit sind alle Fälle erledigt und die äquivalente Zusammengehörigkeit der 
Ideale festgestellt. Die Zahl der geschlossenen Ketten, d. h. die Klassenzahl in 
K(Yi +3r) wird alsdann 2. Die in diesem Beispiele dargelegten Verhältnisse 
sind von allgemeingültiger Natur. 

Wählen wir nun Ä(:i) als Grundkörper, um Gelegenheit zu haben, einige 
Analogien mit den quadratischen Körpern über Ä(1) hervorzuheben. Für ein ganzes 
rationales D=1 (4) existieren zwei Arten Ketten wie Formen, die eine mit durch- 
gehend geraden Nennern in den Zahlbrüchen, eindeutig Idealen aus dem Körper 
K(YD) korrespondierend, und die zweite mit sowohl geraden als ungeraden 
Nennern, eindeutig zu Idealen aus dem Ringe R(YD) mit dem Führer (2) korre- 


spondierend. Es seinun » =Ya + ib ohne quadratische Teiler »® = e? (4), wo e = | 
16° 
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oder :, dann wird 1,i,o= en, io eine Basis!) in Ä(w), und es ergeben sich 


drei verschiedene Typen von Ketten; nämlich diejenigen, deren Bruchnenner 
alle durch 2 teilbar sind, und diesen Brüchen korrespondieren Ideale aus dem 
Körper Ä(w), vorausgesetzt, daß der Zahlbruch », mit seinen assoziierten + iw, 
als gleichwertig gerechnet wird; diejenigen, deren Bruchnenner alle durch 1 + i, 
doch nicht alle durch 2 teilbar sind, und diesen korrespondieren Ideale aus 


dem Ringe A,(»®) mit der Basis 1, i,o = z = - 
zuletzt diejenigen, deren Bruchnenner auch ungerade sein können, d. h. nicht alle 
durch (1 +) teilbar sind, und diesen korrespondieren Ideale aus dem Ringe 
R,(®) mit (2) als Führer und der Basis 1, i, », io. Um einen Vergleich zwischen 
der Anzahl der Idealklassen des Zahlkörpers und der Ringe veranstalten zu 


können, haben wir eine allgemeingültige Formel !) 
hr, _ Y(F).w.R 


ze Y(F).w.R, 


heranzuziehen, wo h und A, die Zahl der Idealklassen im Körper und im Ringe 
bedeuten, g(F) und 9,(F) die Zahl der zum Führer (F) relativ primen, inkongru- 
enten Zahlen, w und w, die Anzahl der Einheitwurzeln, R und A, die respektiven 


Regulatoren angeben. Wir wollen dies im Beispiele » = Y5 + 4i durchführen 
und berechnen (4/r)?.4!/44.4.Y41 3,9. Mit Rücksicht auf 2= (1 —i)(1 +1), 
4+d- u. ; 2 
K(V5 +4i) nur eine Klasse, die Hauptklasse, existiert. Wir bilden mit 
o=Y5 +4i = 2,38 +i-0,83 nach der allgemeinen Regel die Hauptkette 





‚to und dem Führer (1 +); 








‚x”==41 (3) ist unmittelbar klar, daß im Körper 





























Hm u ee Kal ke Er 3 77 
ug rag 1450 
nn -A-N4+ 
und können i 
24 a Fr MH MR HI = 


daraus entnehmen. Wie im vorigen Beispiel wird bestätigt, daß dieser Wert 
die kleinste Lösung abgibt, womit diesmal die Grundeinheit des Körpers noch 
nicht bestimmt ist. Vermittelst der Operation 


Val +i)+o2+i) +Y4Al Hi) — (2 -+i) = YO + 4i)2 
Val +i) + o(2 +1) —YAal +i) — (2 +1) = V8 + Ai)2 




















1) Sommer, O.: Vorlesungen usw. $. 298. 
?) Hilbert, D.: Zahlber. S. 245, S. 66, 
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berechnet man 





yv2YVa 1 +) +R+)=(2H+i)+tw, 





d.h. 

2 +2 —- 5+4).2= —2=il+i)%, 
was die „kleinste‘‘ Lösung der Gleichung x? — (5 + Ai)y? = — 2 ergibt, und nun 
wird die Grundeinheit 7 des Körpers: „=1+ - 2 , (1—i) =1—i+ 17: 


die deshalb auch einen Ausdruck der Grundeinheit des Ringes R,(®) liefert. Also 
werden R=R, w=w, und (1 Hi) =g,(1-+:ı) =1, d.h. h=h=1. Die 
repräsentierende Hauptkette in R,(®) wird durch 




















ati „, 1 oa+2+:i de 1 
Baer er: a re rg 
1 —ı 1 +1 

erzeugt und daraus die Relation (2 +:)? — (5 +4:).1?= —2 ebenfalls er- 
halten. Um schließlich h, zu bestimmen wird die Hauptkette von 

‚I 1 a+2+:_ 1 

: a > 3° = SATT SEE "Tr ET 

2 j 1 


gebildet, wo am deutlichsten die beiden Lösungen [4(1 +1) — (5 +4.) 2 +: =1, 
(2+:)?—(5+4:i).1?= —2 hervortreten. Also wird R, = 2R, und für (2) = 4 
berechnen wir aus den vier mod. 2 inkongruenten Resten 1,:i,(» + :)/(1 -+ i), 
(o—ı)/( A +i): 92) =2, d.h. ,=h=1. 

Wir wollen hierauf ein Beispiel &='= e? (2) folgen lassen, um eine Analogie 
zwischen diesen Primzahlen aus X(i) und den Primzahlen g= 3(4) aus K(1) her- 
vortreten zu lassen. Bekanntlich ist die Gleichung =? — qy? = +2 stets in 
ganzen Zahlen lösbar, und ebenso auch stets =? — (2a + bi)y = +(1 +!) für 
2a +bi Primzahl a=b==0(2). Als Zahlenbeispiel wählen wir » = YA + 5i, was 
also dieselbe Norm wie ® im vorhergehenden Beispiele besitzt, aber durch 
ganz andere Eigenschaften seiner Ketten gekennzeichnet wird. Hier werden 
YD= 42.Y41, (Am)? .Alj/4t. 42. V4#1 = 15,7; und es wird leicht bestätigt, daß 3, 
7 und 11 Primzahlen in ÄX(w) bleiben; in 5 = (2 +i)(2 —i) werden infolge 
"= 4 +51 (5) beide Faktoren zerlegt; in 13 = (3 + 2i) -(3— 2i) wird mit Rück- 
sicht auf 4 =4 + 51 (3 + 2i) dieser Faktor zerlegt, während auf Grund x? 3]= 41 (135) 
die Zahl (3—2i) Primideal bleibt. Mit ® = Y4 + 5i = 2,28 + ii. 1,09 berechnen 
wir, wie schon mehrmals, die Hauptkette 














28 1 o+2+i ,. 1 
er TE BETT 
1+i 1 
und gewinnen (8 + 2)? — (4 + 5:)(3 — ı)? = 1, wie auch die charakteristische 
Gleichung (2 +1)? — (4 +5i) -1?= — (1 +1). Eine zweite Kettenbruchent- 


wicklung ergibt sich als 
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o+2+2 1 ä a+2_ h 1 
2 +3 re: 2, re 
1 + 2% 2 —i 
+ +1 ’ 1 wi. ERER. 
a an Se 7 
2 —1i —2—1 
o+23i+2 1 +2 LE Dee 
A Et ST 
—41 —2ı —2-+1 
a+i+ri 1 o+2 1 
—- + ERTEN ur Te VELIER 
er‘ 2 -+ı 
die nicht ambig nach gewöhnlicher Äquivalenz ist. Aus —i=2 (2 + i) berechnen 
wir nämlich die komplementäre Kette . 
o+2 1 
. 2+i i+sF3r2° 
1—2i 


wo das Element (ww +2 + 2i)/(1 — 2) = i(» +2 + 2:)/(2 +) dem Elemente 
(+2 + 2:)/(2 + i) assoziiert ist. Wir haben also hier ein Beispiel dafür, daß 
wenigstens bei erweiterter Äquivalenz die beiden Kettenbruchentwicklungen als 
zusammenfallend zu rechnen sind, ohne charakteristische Elemente D = P? + Q?, 
D=0(Q,/(1 + i)‘) zu besitzen!). Und da wir uns die Aufgabe gestellt haben, die 
Zahl der Idealklassen in X(w) zu bestimmen, so muß, wie wir schon auseinander 
gesetzt haben, eine derartige Erweiterung vorgenommen werden, um die eindeutige 
Zuordnung zwischen Bruch und Ideal aufrecht zu erhalten. Zuletzt erhält man die 




















Entwicklung Ä 
erh 5 1 a+ä+i _ dan B, 
a er nr Er 
—dH+ti 2—ıi 


d. h. die vorige Kette. Die Klassenzahl in X(Y4 + 5i) wird also 2. 
Jetzt werden wir den Beweis erbringen, daß u? — »?(2a +-bi)= +(1 +!) 
stets lösbar sein muß, wenn a = b=J= 0 (2) ist. Sei «@ — ß?(2a +bi) = +1 oder +1 
4a +b?—1 
die kleinste Lösung von Pell’s Gleichung, wo infolge (+i) ? = —1 die letz- 
tere Möglichkeit auszuschließen ist, und sei a=r + si, ß= m -+ ni, dann erhält man 


r — — 2a(m? — n?) +2mnb = +1 
2rs —Amna — b(m? — n?) = 0 


und folglich d(m?® —n?)=0 (2), d. h. entweder m=n=0 (2) oder m=n=0 (2), 


r r . . EN ne o+2+2i a i 
) Schreiben wir aber die obige’Formation in der Gestalt 3; 2+ zes 


2 —i 


etc., so wird 











es auch in diesem Falle keine Ausnahme, indem statt D= P?-+ @? die Relation D = P?-+iQ? zu 
berücksichtigen ist und in der Tat 4+5i= (1 +i) +i(—2 +)? wird. 





nacl] 
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d.h. roders=0 (2). Sei dann I) r=0 (2) und — 1, oder 2)s=0 (2) und +1 
das Zeichen in Pell’s Gleichung, dann wird 2mnb =0 (4), d.h. m=en=0 (2). 


Im ersteren Falle 1) wird für & = Y2a + bi 
VaFoB + Va—op = Va Fü 
Vatoß -Va=ah = Yla=i). 


Mit der Annahme r =0 (2) wird also a +ti=a—i=0 (2) und daher Ya + »ß 
= u-+ vo, wo jetzt „« und » ganze Zahlen in K(i) angeben. Also wäre 
da + — -1 
u — »v2!(2a+bi)= +i, wasmit(+i) ? =—-1 nicht vereinbar ist. Für 
=() (2) ergibt sich in derselben Weise eine Gleichung u? — v?(2a + bi) = +1, 
die unserer Annahme widerspricht, daß a und £ die kleinsten Lösungen seien. 
Also haben wir nur noch die beiden Möglichkeiten 1) r=0 (2) und +1, 2) s=0 (2) 
und — 1 als Zeichenkombinationen zu prüfen. Diesmal wird notwendig m = n =|= 0 
(2) und deshalb 1) 


Va+oß + Ya — oß = Y2%a +1) 
Va+oß — Ya — oß = V2(a —1), 


wo die Kongruenzen a+1=a—1==0 (2), aber =0(1 + :) erfüllt sind. Auch 
im zweiten Falle werden « ti=a—i=e0 (2), und =0(1 +), womit das 
Bestehen der behaupteten Gleichung u? — v»?(2a +bi)= + (1 +!) erwiesen ist. 
Der Schluß wird auch noch für 4a + bi gültig, insofern a® — ß?(4a + bi) = -—- 
die kleinste Lösung abgibt, was nicht stets der Fall zu sein braucht, wie schon 
das einfache Beispiel 2? — (4 +1:).1?= —.i lehrt. 

Mit Hilfe des Umstandes, daß alle ambigen Ketten in Ä(1) Elemente 
D=P,;, +0, D=0 (Q,/2*) haben, wird gezeigt, daß in den Fällen D=p=1 (4), 
D=q=3 (4), D=q%=1 (4) nur eine einzige ambige Kette jeder Art exi- 
stieren kann, und da die übrigen Ketten paarweise auftreten, muß also die 
Zahl der geschlossenen Ketten ungerade werden!). Auf diese Tatsache läßt sich 
sodann ein Beweis des quadratischen Reziprozigesetzes bauen. Ein ähnlicher 
Weg, den Beweis in Ä(:) zu führen, ist weit schwieriger zu verfolgen. Das 
Reziprozitätsgesetz in Ä(i) kann aber als eine Art Umdeutung des Gesetzes in 
K(1) aufgefaßt werden, wie wir jetzt für K(iY2) auseinandersetzen werden. 
Sei p, und p, zwei Primzahlen, p, = a? + 25b?, ps = m? + 2n?. Die Kongruenz 
— m=iyY2n(m + inY2) zieht die folgende 


r—1 p—1 u. 


n?(a+ihV2)? =(an zu 2: (mod.m +inY?2) 





nach, d.h. einfach 


(8) rar 6a EREIRN 





+ iny2 
womit die Behauptung eigentlich schon NG worden ist. Im Falle8s, +1=p 
= m? + 2n? wird m3=0, n = (0 (2) und für 8,+3=g = a? + 2b? wird a = b =|= 0 (2). 


1) Arwin, A.: Annals of Mathematics Vol. 25, S. 110. 
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Mit n = 2°n,, n,=|=0 (2) wird, wenn das Reziprozitätsgesetz in Ä(1) als bewiesen 


PB. ur. p—1, m-1 
vorausgesetzt wird, (n,/p) = (—1) ? ? (p/n,) = (—A) ? ® ((m? + 2n?)/n,) 
P—1 m-1 
= (—1)? ®? , d.h. fürp=8n +1 wird (n/p)= +1, und fürg=8n +3 
b—1 


wird (g—1)/2=1 (2), n,=b, also (b/g))=(-A)?. Mit der Annahme 24 
=an—mb>(0, A==0 (2) ergibt sich dem verallgemeinerten Reziprozitäts- 
gesetze zufolge 














A pp, —1 e A—1 pp 
Ba PERS ER Te ul u > 
Amt ee) 
ei 3 
w 1): . RT a De y3 . F 


Sei nun erstens p=p,=1 (8), dann wird 
n(an —mb)\ _ /n(an — mb) 
a 








oder einfach 








m -+inY2 a-+ibV2 














\a-iby2 m -+iny2 
. n—1 
Im Falle g=q,=3 (8) berechnet man aus g.1=1 (4), (ng) =(—1)?., 
b—1 
d/n)=(—-1)?: 
ss Bin, a 1)® . Er mir 
q gı 
d. h. 
> E= u a y® + ie =; + a 
a-+ iby2 m + iny2’ 


Zuletzt wird fürp=8+1=m?+2n?, q=8s +3=a?+2?, (pg —1)/2=1 (2), 
an—bm=4A=1 (2) auf Grund vna=b=m=E=0 (2) und infolge (n/p) = +1, 
b—1 
(bi) = (1°: 
. a 4—1 b—1 . n 
(— + en D BL ze a | a - > ij, 
a-+iby2 m +iny2 
wo e=1 oder 0, jenachdem A= an —bm > 0 oder <O ausfällt, und somit ist 
das gewünschte Resultat in der Tat gewonnen. Man sieht aber, wie der Ausdruck 
dieses Reziprozitätsgesetzes viel komplizierter als in Ä(:) wird. Beiläufig können 
wir leicht den biquadratischen Restcharakter von 2 (mod. p = 8n + 1) angeben, 
indem wir in (8) einfach a=0,5b=1 einführen. Einerseits ergibt sich die Bedin- 
BE an er 2 
gung (— mn/p) = +1, andrerseits (iY2)? =(—1)* 2* =1 (p). Wie wir 
schon gezeigt haben, ist (n/p) = +1, und infolge m=}=0 (2) berechnen wir 


m’—1 








(m/p) = (p/m) = (m? + 2n®/m) = (2/jm) = (—1) ® . Daraus schließen wir, daß 
2 für p= m? + 2n?=1 (8) biquadratischer Rest wird, sobald m= +1 (8) ist, 
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sonst nicht!). Andere derartige Regeln können leicht auch für 3 und allgemeinere 
Zahlen abgeleitet werden. 


Wir wollen noch als Beispiele die beiden Körper Ä(j), j? = i, der einen recht 
bemerkenswerten Übergang zu den Körpern K(iY 2) und Ä(/ 2) vermittelt, und 
K(jYV2) mit K(iy 2) als Grundkörper heranziehen. 

In Ä(7) bilden 1, ;, j, ij eine Basis und, da (4/n)?.4!/44.4° 2,5 wird, 
haben wir die Zahl 2 oder 1 + auf ihre Zerlegbarkeit zu prüfen. Mit j=Yi 
—Y1/2 + iY1/2 = 0, 707 +i.0,707 berechnen wir 

i+] 





-Ati+ a; P-Ri=liti- dr). 


Also existiert in Ä(j) nur die eine Klasse, die Hauptklasse.. Durch Potenz- 
erhebung wird (+ 7% = (—1-+1:) +2:j, d.h. (—1 +1)? — i(2:)? = 2: oder 
?— iA —i%= —1={1+jl—i)} tl —- jA—ü. Inn=1+jll-—i) be- 
sitzen wir daher die Grundeinheit des Körpers. Die Hauptkette 





A+? —-ı.2?=(l+i+j)iti— ei 





gibt Anlaß zur Einheit (1 ++ 7), und beide Einheiten sind infolge 
—ıyj(il+iı+7j)=1+j(1—ı), da —ij= — 7? eine Einheitswurzel ist, als 
„kleinste“ Lösungen anzusehen. Um die Zerlegung der Primzahlen a +bi 
durchzuführen, haben wir die Bedingung einer Kongruenz &?=i(a + bi), d.h. 
= —.a/b(p=a?-+b?) zu prüfen, da x für a+bi Primzahl als rationale, ganze 
Zahl gewählt werden darf. Zufolge p= (a + 5b)? — 2ab wird (— ab/p) = (2/p), 
d.h. alle Primzahlen p =8n +1, die in Ä(:i) Primzahlen (4a + bi) werden, 
werden in Ä(j) wieder zerlegt, während die Primzahlen p =8n +5, die in 
Primzahlen von der Gestalt (2a +bi)a==0 (2) faktorisiert werden, in Ä(j) 
Primideale bleiben. Weiter müssen die Primzahlen g=4n +3, die in K(1i) 
P—1 


nicht zerlegt werden, infolge (—1) * = +1 in ÄK(j) in Faktoren aufgelöst 
werden. 


Beispiel. p=89 = 8 + 5°; = —8/5 = 34, x = 37 (89) 

















3-24 nn 3+i% —i.2=-8+5i 
—{ 
q=19; (31 -ü)}%=i (19) 
j+31—i) _ 1 
NE er 9, TE ee 


I 





1) Gauß, ©. F.: Untersuchungen über höhere Mathematik, D, v. Maser, S. 520, $ 13. 
Journal für Mathematik, Bd. 155. Heft 2, 17 
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d.h. (19) = {3(1 —i) + j} {3(1—i) —j}. Es sei zunächst p=1 (8) und auf 


Grund dessen - 
Pet =imtm)+ je+sd) Im+nd)— jr +si)) 
ı (m —ni) Hijer —si)} I(m—ni) —ijer —si)}. ix 
Multiplizieren wir die beiden äußeren wie die beiden inneren Klammern mit- 
einander, so ergeben sich zwei Faktoren iolgt 
(10) (m? + n?+r? +52) + j(l —i)(mr +sn +rn — sm), ER 
d. h. 2 
p=a@+b?= (m? -+n?-+r? + s?)? — 2(mr +sn + rn — sm). 
Desgleichen berechnet man | dahe 
p=a® +b?= (m? +n? — r? — s?)? + 2(mr + sn —rn + sm)®, SER 
werd 


was bemerkenswerte Relationen zwischen diesen drei Körpern erbringt. Wir können 
die gefundene Tatsache so formulieren: Wird p=1 (8), wie in (9) zerlegt, so werden 
die Ausdrücke m® + n?— r?— ®=M und mr +sn—rn-+sm = N absolute 
Invarianten und geben stets die eine und nur die eine Lösung M?-+2N?=p, 
während m + n?+r?+s®®=M, mr +sn+rn—sm=N, die positiven Auf- für 
lösungen der Gleichung M7 — 2N? = p darstellen. Die Invarianz der gegebenen 
Ausdrücke können wir verifizieren wie folgt. Wir haben beispielsweise 














9 
{(m — ni) +ij(r —si)}y 1+i+J)={(m+n—r) —iin—m—s)} 
+ijJi(—n+r+s) —is+m—r)} = (m, — nl) +ijlr, —Sıl),, o+iy 
und es können die beiden Identitäten 1—ıV 
m: +n?— rt? —®=(m+n—r)” + (n—m—s)” — (—n-+r+s)”—(s+m—r) 
m+sn—rn+sm=(m-+n—r)\—n+r+s)+(n—m—s)(s +m-—r) wend 
— (—n+r+s)n—m—s)+(s+m—r)\m+n-—r) RR 
leicht ausgerechnet werden. Der imaginäre Körper Ä(/) vom vierten Grade führt — (( 
derartig zum reellen Körper K(Y2) über, daß jeder Lösung m, n, r und s 
stets eine Lösung M,, N, und jeder Einheit infolge (+: + 7)(1l—i—i)) ab, 
—3 + j(1—i)2 eine Einheit 3 + 2/2 = (1 + 2)? korrespondieren, weshalb die (b/g) 
positiven Lösungen aus p = M? —2N? gewonnen werden müssen. Fall 
Im Körper K(jVY2) wird 1, iY2, ® = iWV3, io eine Basis, und zufolge Ib]: 
(4/)?.41/4%.42.Y2< 4 brauchen wir nur die 4 Bruchnenner 1,iY2,1—iy2, 1-+iY2 wer‘ 
zu prüfen. Aus = 0, 841 + iY2. 0,595 geht die folgende Hauptkette hervor: 1% 
@ ann 1 4A in 1 zahl 
— =1-+ıy2 =; — —— =ıJ2 + ——, 
1 Y T re 1—ifa ala +3 
1/9 —1 
1—:y2 
V a 5 he Die 
und deshalb wird (iY2 — 1)? — iy 2(iy 2)? = —1, d.h. „= (iY2—1)+wi 2 


& 15 => ergibt 





wird die Grundeinheit des Körpers. Der Bruch 


ıy2 und 
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. 9) r PER 
a, 5 
iV2 o-+iy2 1—iy2 o+1+1ıy2 

1—iyY2 1 
d. h. die vorige Kette. Da nun weiter @?=|j=iy2(1 +iY2) aus @?=3= —1 (3) 


folgt, so wird in K(jV/2) die Klassenzahl gleich 1. Von =2=iy/2(a + ibV2), 
p = a? + 2b? ausgehend erhalten wir nochmals x? = — ab/b? (p), d. h. die Gleichung 
(—ab/p) = +1 als Bedingung einer Faktorenzerlegung der Primzahl a + ib 2. 
Sei p=8n +1, dann werden a==0 (2), b=0 (2), b =2%,, b,==0 (2) und 


a?’—1 
daher (a/p) = (p/a) = (a? + 23b?/a) = (2/a) = (-1)? , (bd,/p) = (plb)= +1, 
woraus folgt: Die Primzahlen a +iby2 mit a= +41 (8), b>0, a? + 2b? 1 (8) 
werden in K(VV2) zerlegt, die mit a= +3 (8) werden nicht zerlegt. 


Beispiel. 89 = 9 + 2.22. 


Für 9+i2Y 2 ergibt sich fast unmittelbar 9+ 422 = (3+iY2w)(3 — iV2w); 
für 9— i2Y2 berechnet man 2=iy2 (9 — i2Y2, 2 =9/2, «= +7 (89), 


























A ETL BREHII NE — 20 „ 2 ’FERRE BUY, PISRER ER 
9—2iY2 o+2—2ıi/2 4 @+iy2’ 
iV2 1—ıy2 
o+iyV2 a 1 1 1 3+iy2 
nr n ee EEE; 
1—iy2 - For1ry rra-mZırya 4 
+41 


weshalb {(3+ iY2)(9 — i2Y2) — 4.71? — iV2.4= (31 +iy2)% —iy2-4 
=—(9—i2Y 2) oder mit Hilfe einer Einheit {1 +w(2+iY2)} {1—w(2 + iY2)) 
= (9—i2Y2). Für Primzahlen g=8n +3, q = a? + 2b? lesen wir a=b==0 (2). 


a—1 a—1 a—1, a—1 


ab, daher (a/g) = (g/a).(—1)? = (Ya).(—1)? =(-1)? ®, 
b—1 b—1 

(b/q) = (g/b) .(—A4)? =(—1)?, d.h. für 5>0 wird (—ab/g)= +1 in den 
Fällen b=1 (4), a=5,7 (8), b=3 (4), a=1,3 (8); für b<0 in den Fällen 
d|=1 (4) a=1,3 (8), |b|=3 (4), a=5,7 (8); die Primzahlen g=8n +3 
werden also in drei verschiedene Faktoren aufgelöst. Wir bestätigen z. B., daß 
1 +iy2 Primzahl bleibt, während 1 —iY2=(1+o)(1 —») wird. Die Prim- 
zahlen p=8n +5 bleiben auch noch in K(w) Primzahlen, weil 


BER. = = DEN, iu. en JR 2 SER on 
(Y2)? =2t =2? 2 =2°’=—1 (p). 
Die Primzahlen 8n + 7 ergeben dagegen: 
p»’—1 P’—1 p+l1 


und sie werden folglich zerlegt. 
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Beispiel. p=3, (3+i4Y2)=iy2 (23), 


o-+3+4iV2 4 o—3—4iV2 
= 0 =; Bear — 
23 3 ny2 1—iy2 ch a 
1—iy2 a 

also (1 — i2Y 2)? — iy %2 — i2Y 2)? = — 23. 


Zum Schluß mag angedeutet werden, daß die quadratischen Irrationali- 
täten im Quaternionenkörper sich wahrscheinlich auch mit Hilfe von Gittern des 
vierdimensionalen Raumes in periodische Ketten entwickeln lassen. 

















Berichtigung zu der Arbeit 
„Eine Axiomatisierung der Mengenlehre“ von J. v. Neumann 
in Band 12% Seite 219—240 


1. Seite 221, Fußnote, 3. Zeile v.u.: ) zu streichen. 

2. Seite 222, Zeile 5 v.o.: ) zu streichen. 

3.! Seite 223, Zeile 13 v. o.: statt „y = [by] soll „y = [bx]'“ stehen. 

4.! Seite 225, Zeile 24 v.o.: statt „[a((... ((2j%2)%)%.)]“ soll 
„La((.. - ((&1%) X)» - .)&n)]" stehen. 

5. Seite 225, Zeile 6 v.u.: statt „[ay + A“ soll „[ay] + A“ stehen. 

6. Seite 229, Zeile 11 v.o.: ) zuzusetzen. 

! Sei - 

5. Seite 230, Zeile 7 v.o. } St nl6,al“ soll „Ife,a]l“ stehen 

9.! Seite 230, Zeile 23 v. o.: statt „(2,y).“ soll „[x, 4]»‘ stehen. 

10.! Seite 230, Zeile 26 v. o.: statt (x, 24)“ soll „(z, 4)» stehen. 

11.! Seite 231, Zeile 7 v.o.: statt „[a(x,y)r]“ soll „[a(x, yp)]r‘“ stehen. 

12. Seite 232, Fußnote, Zeile 9 v.u.: statt ‚„Didenskapsselskapets‘ soll ‚„Videns- 
kapsselskapets‘‘ stehen. 

13. Seite 234, Zeile 28 v.o.: statt „1 oder II Dinge“ soll „I oder II Dinge“ 
stehen. 

14. Seite 234, Fußnote, Zeile 1 v.u.: statt „233“ soll „238° stehen. 

15. Seite 235, Zeile 19 v.o.: statt ‚‚es ist‘‘ soll „es ist klar‘‘ stehen. 

16.! Seite 238, Zeile 4—6 v. u.: statt (, ) soll wiederholt {,} stehen. 

17. Seite 240, Zeile 2 v. o.: statt „Kapitel 3° soll „$ 3° stehen. 
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Einleitung. 


Herr Zermelo hat 1908 unter dem Titel ‚Untersuchungen über die Grund- 
lagen der Mengenlehre. I.‘ !) eine Abhandlung veröffentlicht, die auf der Grund- 
lage seines bekannten Axiomensystems die Hauptsätze der Mengenlehre, soweit 
der Ordnungsbegriff nicht in sie eingeht, (also einen Abriß der Theorie der Äqui- 
valenz) entwickelt. Die gleichzeitig angekündigte Fortsetzung, die die Lehre 
von der Wohlordnung entwickeln sollte, steht bisher noch aus; sie wird in dem 
nachstehenden Aufsatz, dem ein weiterer sich anschließen soll, gegeben. 


In den letzten Jahren sind gegen verschiedene Teile der Zermeloschen Axio- 
matik eine Reihe von Bedenken erhoben worden ?). Die meisten unter ihnen 
lassen sich entweder leicht beheben oder sind von nicht grundsätzlicher Art, näm- 
lich auf spezielle Fragen beschränkt. Der ernsteste Einwand betrifit das Aus- 
sonderungsaxiom, das sich auf „die allgemeingültigen logischen Gesetze‘ und 
den Eigenschaftsbegriff berufen mußte und dem schon 1910 Herr Grelling eine 
— freilich ganz unzureichende — Erweiterung zu geben sich genötigt sah). Es 
gelang erst neuerdings, auch hierfür ein präzis-mathematisches Axiom von schein- 





1) Math. Annalen, 65, 261—281. Nachstehend zitiert mit Z. 

2) A. Fraenkel, Zu den Grundlagen der Cantor- Zermeloschen Mengenlehre; Math. Ann. 86 
(1922), 230—237. Th. Skolem, Einige Bemerkungen zur axiomat. Begründung der Mengenlehre; 
Mathematikerkongressen i Helsingfors (Hels. 1923), 217—232. — Von den intuitionistischen Ein- 
wänden ist hier nicht die Rede. 

3) K. Grelling, Die Axiome der Arithmetik (Inauguraldiss.), Göttingen 1910, S. 21. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 18 
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bar wesentlich einschränkender Natur zu substituieren !), auf dem sich weiterhin 
die ganze Äquivalenztheorie Zermelos neu aufbauen ließ ?). 

Jm übrigen wurde zwar u.a. die Unabhängigkeit des Axiomensystems in 
den in der zweiten und vierten Fußnote genannten Arbeiten erörtert und im we- 
sentlichen geklärt; aber die Fortsetzung der Hauptaufgabe, aus den Axiomen 
die Grundzüge der gesamten Mengenlehre herzuleiten, ist bisher unterblieben. 
Man ist also, während die axiomatische Äquivalenztheorie allein mit den Grund- 
begriffen ‚‚Menge‘‘, ‚gleich sein‘‘ und ‚‚Element sein‘‘ auskommt, in der Theorie 
der geordneten und wohlgeordneten Mengen weiterhin auf die Hinzunahme einer 
nicht definierten, asymmetrischen transitiven Relation (Ordnungsrelation) ange- 
wiesen. Dies ist nicht nur im eigentlich axiomatischen Sinn unerfreulich, son- 
dern vor allem eine wesentliche Erschwerung der metamathematischen, auf einen 
Widerspruchslosigkeitsbeweis zielenden Betrachtungen. Ansätze für eine Zurück- 
führung der Ordnung auf die ursprünglichen Grundbegriffe liegen allerdings 
vor 3), nicht aber (wie bei der Äquivalenz) eine tatsächliche Entwicklung. 

Die Schwierigkeiten hierbei dürften in drei Richtungen gelegen haben ®). 
Zunächst ist die Ordnungsdefinition Hausdorffs überhaupt für axiomatische Zwecke 
nicht bestimmt und auch weniger geeignet, die von Hessenberg aber durch die 
große Zahl der in sie eingehenden Kriterien nur mit großer Umständlichkeit und 
(hinsichtlich des definiten Charakters) Vorsicht verwendbar. Hier stellt die Herrn 
Kuratowski zu verdankende Vereinfachung?) einen wesentlichen Fortschritt dar; 
sie wird nachstehend zugrunde gelegt. Immerhin wird auch dann noch — ange- 
sichts der gegenüber der Äquivalenztheorie weit verwickelteren Verhältnisse — 
auf der Basis Zermelos eine objektive Auswahl der zulässigen „definiten‘“ Aus- 
sonderungsprozesse schwer möglich, vielmehr subjektivem Ermessen Tür und Tor 
geöffnet; dem hilft die neue willkürfreie Fassung des Aussonderungsaxioms ab, 
die demgemäß als die entscheidende methodische Grundlage des folgenden Aufsatzes 
zu betrachten ist. Schließlich schien Zermelos Axiomensystem den Umfang der 
Mengenlehre allzusehr einzuschränken, um eine Theorie der Ordnung zu ermögli- 





1) A. Fraenkel, Über den Begriff „definit“ und die Unabhängigkeit des Auswahlaxioms; 
Sitzungsberichte der Preuß. Akademie der Wissenschaften Berlin, Physik.-Math. Kl., 1922, S. 253 
bis 257. Vgl. auch Einleitung in die Mengenlehre, 2. Aufl. (Berlin 1923), S. 197 ff. 

2) Derselbe, Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre: Math. Zeitschr. 22 (1925), 
250—273. Nachstehend zitiert mit 1. 

®) Einerseits von Hessenberg und Zermelo (vgl. auch @. Combebiac in L'Enseignement 
Math@matique, 8 [1906], 201—203), andererseits von Herrn Hausdorff (Grundzüge der Mengen- 
lehre [Leipzig 1914], S. 71); für die Wohlordnung vgl. auch Herrn Brodens Definition in Lunds 
Universitets Ärsskrift, N. F., Avd. 2, Bd. 20, Nr. 1 (1924). Die Hessenberg- Zermeloschen Ideen 


findet man seit 1906 verschiedentlich entwickelt, am bequemsten zugänglich bei Hartogs, Math. . 


Ann. 76 (1915), 443, wozu jedoch das Zitat der übernächsten Fußnote zu vergleichen ist. Die Definitionen 
von Hessenberg und Hausdorff treten nachstehend in $ 2 auf (Nr. 21 bezw. 27 ff.), wobei auch (Nr. 22) 
auf eine wünschenswerte Vervollständigung der ersteren hingewiesen wird, die freilich eine weitere Kom- 
plizierung dieser Definition bedingt; vgl. meine Note in den Fundamenta Mathematicae, 7 (1926), 308—310. 
*) Zu diesem Absatz vgl. meinen in den Sitzungsberichten der Berliner Mathem. Gesellschaft, 
24 (19256), 29—37 erschienenen Vortrag. 

°) Fundamenta Mathematicae, 2 (1920), 161—171. 














Fraenkel, Ariomatische Theorie der geordneten Mengen. 131 


chen, sodaß für diesen Zweck die Hinzufügung eines ferneren, unerfreulich weit- 
gehenden Axioms vorgeschlagen wurde !); das wird sich im Folgenden als un- 
nötig erweisen, vielmehr gestattet die Verschärfung des Aussonderungsaxioms, die 
allgemeine Theorie der geordneten Mengen (einschließlich der abgezählten Mengen) 
im Rahmen Zermelos ohne ein neues Axiom durchzuführen. Dies gelingt namentlich 
mittels des Satzes von Nr. 7 in $ 1 (vgl. die Bemerkungen in Nr. 8). Weitere auf 
spezielle Mengen bezügliche Fragen, namentlich die der axiomatischen Bedürfnisse 
der transfiniten Induktion, sind erst in der Theorie der wohlgeordneten Mengen 
zu behandeln. 

Zusammen mit dem früheren Aufsatz (I) und einem später folgenden, 
die Theorie der Wohlordnung darstellenden Artikel zeigt die nachstehende 
Entwicklung, daß das neue, zunächst vielfach als zu eng angesehene Aussonderungs- 
axciom nicht nur scharf, sondern auch weit genug ist, um das Gesamtgebiet der all- 
gemeinen Mengenlehre zu beherrschen. Für diese ist also hiermit vom rein mathe- 
matischen Standpunkt aus der wünschenswerte Abschluß der Axiomatik der 
Mengenlehre erreicht. Deren Kritik oder Stützung im metamathematischen Sinn 
ist freilich hiervon völlig unabhängig; indes ist auch hierfür die neue Form des 
Aussonderungsaxioms von wesentlicher Bedeutung, da erst diese, sich lediglich 
auf die Grundbegriffe der Axiomatik stützende Fassung diejenige Formalisierung 
gestattet, wie sie Vorbedingung für einen Beweis der Widerspruchsfreiheit ist, 
Andererseits ist freilich zu den bisherigen Einwänden der Intuitionisten neuer- 
dings ein weiteres, speziell für die Mengenlehre beunruhigendes Argument ge- 
treten ?), für dessen Aufklärung man zunächst den Fortgang der Arbeiten Herrn 
Hilberts und seiner Schüler abwarten wird. 

Die Kenntnis anderer Arbeiten wird im folgenden nicht vorausgesetzt. Die 
Theorie der geordneten Mengen wird im wesentlichen nur so weit fortgeführt, als 
es die Bedürfnisse der Theorie der Wohlordnung wünschenswert machen. Das 
Axiomensystem und die nachstehend wesentlich benutzten Ergebnisse aus I werden 
in $ 4 kurz zusammengestellt. Ein Verzeichnis der verwendeten Begriffe und Be- 
zeichnungen (meist durch Sperrdruck hervorgehoben) befindet sich am Schluß des 
Aufsatzes. 


$ 1. Das Axiomensystem. Hilfsmittel aus der Äquivalenztheorie. 


1. Wir betrachten Objekte, die Mengen heißen und deren Existenz lediglich 
aus den Axiomen zu erschließen ist. Zwischen je zwei Mengen A und B können 





ı) Daß ein solches zur Sicherung spezieller Mengen erforderlich ist, hatte ich 1922 (Zitat der 
zweiten Fußnote) bemerkt. Das dort für spezielle Zwecke in Vorschlag gebrachte „Ersetzungs- 
axiom“ (vgl. nachstehend Nr. 8) hat Herr v. Neumann, in Rücksicht auf die Bedürfnisse der Ordnungs- 
theorie, in die allgemeine Theorie eingeführt: Acta litterarum ac scient. r. univ. Hung. Franeisco- 
Josephinae, 1 (1923), 399—208. Derselbe Umstand hat, neben anderen Gründen, inzwischen den 
gleichen Autor veranlaßt, eine ganz neuartige Axiomatik der Mengenlehre auszuarbeiten, die in 
diesem Journal 154 (1925), 219—240 erschien und implizit das Ersetzungsaxiom enthält. 

2) Zuerst hervorgehoben von Th. Skolem (a. a.0.); vgl. auch den letzten Teil der zu Ende 
der letzten Fußnote genannten Arbeit J. v. Neumanns, sowie A. Fraenkel, Die neueren Ideen 
zur Grundlegung der Analysis u. Mengenlehre; Jahresber. d, D, Math.-Verein., 33 (1924), 97—103, 
18* 
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Grundbeziehungen der Form A = B und AeB nebst ihren Negationen A + B, A&:B 
bestehen. Die (durch Axiom I weiter präzisierte) Beziehung = (gleich; Gegensatz: 
verschieden) hat die üblichen Eigenschaften. AeB wird gelesen: A ist Element 
von B,B enthält A als Element, usw. Mengen werden meist mit (großen oder 
kleinen) lateinischen Buchstaben bezeichnet. 

Eine Menge M, deren Elemente sämtlich auch Elemente einer Menge N sind, 
heißt eine Teilmenge von M (in Zeichen: MN), im Fall M=+N speziell 
auch eine echte Teilmenge vonN. Au M&N,N =# P folgt also stets M&P. 
Enthalten die Mengen M und N kein gemeinsames Element, so heißen M und N 
elementefremd. 

Für eine ausführliche Erläuterung dieser Bemerkungen sowie der nachstehen- 
den Axiome, von denen sich nur das erste, zweite und fünfte wesentlich von den 
entsprechenden Axiomen Zermelos (siehe I) unterscheiden, werde auf I verwiesen, 
sowie namentlich auf die eingehende Entwicklung und Prüfung in meiner 1926 
bei Teubner erscheinenden Schrift „10 Vorlesungen über die Grundlegung der 
Mengenlehre‘; ebenso für die Gründe, aus denen die ersten zwei Abweichungen 
wünschenswert, die dritte (vgl. auch Einleitung) notwendig erscheinen. Die Ände- 
rungen stellen übrigens nur Einschränkungen bezw. Verschärfungen der ursprüng- 
lichen Axiome dar. 


Axiom I. Ist gleichzeitig M-€= N und N -€M (d. h. gehört jedes Element 
von M zu N und umgekehrt), so ist M= N. (Axiom der Bestimmtheit.) 


Eine Menge M ist also bestimmt durch ihre sämtlichen Elemente A,B,C,.... 
Man schreibt daher auch: M ={A,B,C,...}. 


Axiom II. Zu je zwei verschiedenen Mengen A und B existiert ihr Paar 
{A, B}, das A und B, aber keine weitere Menge als Elemente enthält. (Axiom der 
Paarung.) 


Axiom III. Zu jeder Menge M existiert ihre Potenzmenge WM, die sämt- 
liche Teilmengen von M und nur sie als Elemente enthält. (Axiom der Potenz- 
menge.) 

Axiom IV. Zu jeder Menge M existiert ihre Vereinigungsmenge ©M, 
die alle Elemente der Elemente von M und nur sie zu Elementen besitzt. (Axiom 
der Vereinigung.) 

It M={A,B,C,...}, so schreibt man auch &M =A+B+C+--- 
und bezeichnet die Menge &M als Summe der Elemente von M, ihre Bildung als 
Addition. 

Dem nächsten Axiom, das die (in Axiom III eingehenden) Teilmengen einer 
gegebenen Menge zu sichern hat, ist die Erklärung eines Funktionsbegriffs voraus- 
zuschicken: 


Definition 1. a) Bezeichnet x eine unbestimmte oder variable Menge, so 
werden Nix und ©rx, ebenso wie jede konstante Menge und x selbst, als Funktionen 
von & bezeichnet. Ferner heißt das durch zwei Funktionen von x bestimmte Paar 
wie auch jede Funktion einer Funktion von x wiederum eine Funktion von «. 

b) Ist M eine Menge, sind @(x) und y(x) gegebene Funktionen von x, und 
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enthält M’ all die Elemente y von M und nur sie, für die die Beziehung »(y)e y(y) 
gilt, so heißt M’ die durch pey bestimmte Aussonderungsmenge von M, 
in Zeichen: M’= Myweww- Entsprechend, wenn statt e eine andere der 
Grundbeziehungen (&, =,+) steht. M’ hängt natürlich von der Hilfsvariabeln % 
nicht ab (vgl. die Rolle der Integrationsvariabeln), ist also konstant. Ist aber M 
eine Funktion einer Unbestimmten x bezw. geht in die Funktionen g und y (abge- 
sehen von der Hilfsvariabeln 4) die Unbestimmte x ein, so heißt die (im allgemeinen 
von x abhängige) Aussonderungsmenge M’ wiederum eine Funktion von «. 


Zu dieser Definition, die ersichtlich ein induktives Verfahren enthält, sei 
bemerkt, daß es sich der Sache nach stets um Funktionen einer einzigen Variabeln 
handelt. In einem Fall wie dem am Schluß der Definition angeführten z. B. ist 
beim Aussonderungsprozeß y als veränderlich, x als konstant anzusehen (vgl. 
Parameter unter einem Integralzeichen). Da sich aber in solchen Fällen die Schreib- 
weise von Funktionen zweier Variabeln als praktisch empfiehlt, so wird die (der 
Integrationsvariabeln entsprechende) beim Aussonderungsprozeß auftretende Hilfs- 
variable, die die Elemente der Ausgangsmenge zu durchlaufen hat, stets durch fetten 
Druck als solche gekennzeichnet. 


Axiom V. Zu jeder Menge M und je zwei Funktionen (x) und y(x) existiert 
die Aussonderungsmenge My, (weywy, die all diejenigen Elemente y von M und 
nur sie enthält, für welche die Beziehung $(y)ey(y) gilt. Desgleichen, falls e durch 
eine der drei anderen Grundbeziehungen ersetzt wird. (Axiom der Ausson- 
derung.) 


Axiom VI. Ist M eine Menge, deren Elemente untereinander paarweise 
elementefremd sind und sämtlich mindestens je ein Element enthalten, so existiert 
mindestens eine Menge — eine Auswahlmenge von M —, die mit jedem Element 
von M ein einziges Element gemeinsam hat und keine weiteren Elemente enthält. 
(Axiom der Auswahl.) 


Offenbar ist jede Aussonderungsmenge von M eine Teilmenge von M, jede 
Auswahlmenge von M eine Teilmenge von &M. 


2. Das Axiomensystem der allgemeinen Mengenlehre ist hiermit abgeschlossen. 
Die vorstehenden Axiome — mit Ausnahme des ersten, das überhaupt keine 
Existenzforderung enthält — sind nur relative Existenzaxiome: unter der Voraus- 
setzung, daß gewisse Mengen existieren, sichern sie die Existenz anderer. Die 
Existenz von Mengen überhaupt wird durch sie nicht garantiert. Um spezielle 
Mengenlehre zu treiben, bedarf man absoluter Existenzaxiome und zwar eines 
solchen, das die Existenz unendlicher Mengen sichert. Da eine so weitgehende 
Forderung für die nächsten beiden Paragraphen nicht notwendig ist, begnügen wir 
uns vorläufig (vgl. Beginn des $ 4) mit dem einfachsten absoluten Existenzaxiom: 

Axiom VII 1. Es existiert mindestens eine Menge. 

Schließlich sind noch die wichtigsten im folgenden benutzten Sätze und 
Begriffe anzuführen, die in den $$ 2 und 3 von I aus dem vorstehenden Axiomen- 
system hergeleitet worden sind. Die Nrn. 4,5,9 und 10, 2. Absatz sind, von der 
Begründung mittels Axiom V abgesehen, aus Z, entnommen, 
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3. Es existiert eine einzige Menge, die überhaupt kein Element enthält, die 
Nullmenge 0; sie ist Teilmenge jeder Menge. Zu jeder Menge A existiert die Menge 
{A}, die A als einziges Element enthält; es ist &{A} = A. Jede Teilmenge A’ von A 
bestimmt die Komplementärmenge A — A’ = Ay» & A. (I, Nrn. 1—3.) 

4. Jede Menge M ={A,B,...} bestimmt den zu ihr gehörigen Durch- 
schnitt (oder Durchschnitt ihrer Elemente) DM = [A,B,...], der die allen 
Elementen von M gemeinsamen Elemente und nur sie enthält. Die Addition der 
Mengen (Axiom IV) ist assoziativ und kommutativ. (I, Nrn. 4, 6.) 


5. Jede Menge M ={A,B,...} von paarweise elementefremden Elementen 
bestimmt eine Menge ®M =A-B-.., die all diejenigen Teilmengen von &M 
und nur sie als Elemente enthält, die mit jedem Element von M je ein einziges 
Element gemeinsam haben. ®M heißt die Verbindungsmenge von M oder das 
Produkt der Mengen A,B,.... Das Produkt ist dann und (wegen Axiom VI) 

nur dann =(, wenn 0eM. (I, Nr. 8.) 


6. Sind zwei Funktionen zweier Variabeln !) »(x, u) und y(x, u) gegeben, 
so bestimmt jede Menge M eine Teilmenge M,# M (bzw. M,# M), die all die 
Elemente z von M und nur sie enthält, welche für jedes Element y (bzw. für irgend 
ein Element y) der gegebenen — konstanten oder auch als Funktion von z darge- 
stellten ?) — Menge N die Beziehung o(y,z)ey(y, 2) erfüllen. Ebenso, wenn & 
durch eine andere der Grundbeziehungen ersetzt wird. (I, Nrn. 10/11.) 


7. Ist o(x) eine Funktion, so entsteht aus einer Menge M, falls jedes Ele- 
ment y von M durch die Menge »(y) ersetzt wird, wiederum eine Menge N, voraus- 


gesetzt, daß eine Menge N existiert, der all jene Mengen »(y) als Elemente angehören. 


Die in dem vorigen und diesem Satz gekennzeichneten Mengen M,, M,, N 
sind Funktionen der Unbestimmten w, falls in die gegebenen Bestimmungsstücke 
neben konstanten Mengen auch Funktionen von w eingehen. (I, Nr. 12.) 


8. Die letzten beiden Sätze sind methodisch besonders wichtige Hilfsmittel; 
namentlich der letzte Satz wird im folgenden sehr häufig verwendet. Läßt man in 
ihm den Schluß (vorausgesetzt...) fort, so erhält man eine von dem Azxiomen- 
system unabhängige Aussage (Ersetzungsaxiom), die zwecks Sicherung spezieller 
(sehr umfassender) Mengen als neues Axiom aufgestellt werden muß ?). Dagegen 
scheint es unnötig, dieses neue Axiom auch der allgemeinen Theorie der Ordnung 
voranzustellen; man kommt nämlich im folgenden — übrigens auch für anders- 
artige Zwecke *) — mit der Behauptung von Nr. 7 aus, die sich aus der verschärften 
Fassung des Aussonderungsaxioms unschwer ergibt. 

9. Definition 2. a) Zwei elementefremde Mengen M und N heißen äqui- 
valent (M = N), wenn ihr Produkt M.N mindestens eine Teilmenge ® von 
der Art besitzt, daß jedes Element von M + N in einem einzigen Element {m, n} 





1) Vgl. Definition 1 b) und die Bemerkung dazu. 

2?) Diese Eventualität, die in 1 — als für die dortigen Anwendungen unnötig — nicht aus- 
drücklich zugelassen wurde, macht keine Abänderung des dortigen Beweises erforderlich. 

3) Vgl. Fußnote 1 auf S. 131. 

*) Vgl. die Marburger Inauguraldissertation des Herrn J. Merzbach, Kapitel IV (Darmstadt 1925). 
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von ® als Element auftritt. Eine solche Menge ® wird eine Abbildung zwischen M 
und N genannt; je zwei Elemente m, n des gleichen Elementes von ® heißen ein- 
ander (durch ®) zugeordnet, Bilder von einander usw. 


b) Zwei beliebige Mengen M und N heißen äquivalent, wenn es eine Menge 
R gibt, die sowohl zu M wie zu N elementefremd und beiden Mengen nach a) äqui- 
valent ist. An die Stelle einer Abbildung tritt hier ein Paar simultaner Abbildungen 
usw. (I, Def. 1/2 des $ 3.) 


Zu je zwei elementefremden Mengen existiert die Menge aller Abbildungen 
zwischen ihnen; sie ist, wenn eine der Mengen oder beide Funktionen von x sind, 
selbst eine Funktion von x. Sie ist + 0 oder = 0), je nachdem die gegebenen Mengen 
äquivalent sind oder nicht. Die Äquivalenz ist eine reflexive, symmetrische und 
transitive Relation. Die Nullmenge ist nur sich selbst, eine Menge mit einem einzigen 
Element nur einer ebensolchen äquivalent. (I, Nrn. 13, 15, 17.) 


10. Zu einer gegebenen Abbildung (bzw. Abbildungspaar) zwischen zwei 
äquivalenten Mengen M und N gibt es eine Funktion y(x), die jedem Element m 
von M sein Bild n in N in der Form n =x(m) (bei gleichzeitigem m = y(n)) zu- 
ordnet, und eine Funktion z(x), die jeder Teilmenge M’ von ‘M die entsprechende 
(die Bilder der Elemente von M’ enthaltende) Teilmenge N’ von N in der Form 
N’ = r(M’) zuordnet. (I, Nrn. 14, 18, 19.) 

Eine Menge M, die einer echten Teilmenge von sich selbst äquivalent ist, 
ist jeder Menge äquivalent, die aus M durch Addition oder Subtraktion (Nr. 3) 
einer Menge mit einem einzigen Element hervorgeht. (Z., Nr. 26; unmittelbar in I 
zu übertragen.) 


$ 2. Die geordneten Mengen. 


11. Wir definieren mit Kuratowski (vgl. Einleitung) !): 


Grunddefinition. Eine Menge M, deren Elemente Teilmengen der Menge M 
sind, heißt eine Ordnung von M, wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind: 


Grundbedingung I. Sind M’ und M’ Elemente von M, so ist entweder M’ 
Teilmenge von M’” oder M’ Teilmenge von M'. 


Grundbedingung Il. Eine Teilmenge von UM (Axiom III), deren Ele- 
mente der Grundbedingung I genügen, ist, falls sie M als Teilmenge umfaßt, not- 
wendig gleich M. 


Existiert eine Ordnung M von M, so sagt man, M werde durch M geordnet. 


Das Wesen dieser Definition erhellt aus folgendem: Eine Menge von der Eigen- 
schaft, daß von je zweien ihrer Elemente eines Teilmenge der anderen ist, mag als 
eine monotone Menge bezeichnet werden. Dann besagt die Grundbed. II, daß 
eine monotone Menge M von Teilmengen der Menge M dann und nur dann eine 
Ordnung von M darstellt, wenn M so umfassend als möglich ist (‚‚sature par rapport 





!) Bei Kuratowski wird aus äußeren Gründen die Nullmenge (unter den Elementen von M) 
ausgeschlossen, was ohne Bedeutung ist. 
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a ses proprietes“‘)t), d. h. falls die Hinzufügung weiterer Elemente unverträglich 
ist mit der Eigenschaft von M, eine monotone Teilmenge von UM zu sein. — Im 
allgemeinen gibt es natürlich hiernach mehrere Ordnungen derselben Menge. 


12. Jede OrdnungM von M enthält die Elemente 0 und M. Das ist eine Folge 
von II, da jedes beliebige Element von WM stets 0 als Teilmenge besitzt und selbst 
eine Teilmenge von M ist. 


Hiernach ist stets SM = M. 

{0} = W0 ist die einzige Ordnung der Nullmenge, {{a}, 0} = U{a} die einzige 
Ordnung der Menge {a}. Auch eine Menge von zwei Elementen a und 5 kann stets, 
und zwar auf zwei Arten, geordnet werden: durch die Ordnungen {f{a,b}, {a}, 0} 
und {fa, b}, {5}, 0}. 

13. Für den nächsten Beweis bedürfen wir des folgenden, nachstehend noch 
öfter verwendeten Hilfssatzes: 


Zu jeder Menge M existiert die Menge aller Paare von Elementen aus M, und 
allgemeiner: Zu jeder Menge N existiert die Menge N’ derjenigen Elemente von N, 
die einer gegebenen Menge A äquivalent sind. N’ ist, wenn A konstant ist, eine 
Funktion von N. 


Beweis: Nach Nr. 9 existiert die Menge o(y) aller Abbildungen zwischen A 
und einer unbestimmten Menge y und stellt eine Funktion von y dar, die dann und 
nur dann +0 ist, wenn Ay. Daher ist nach Axiom V N’ = N,w-+0; nach 
Definition 1 b) ist N’ eine Funktion von N. Die erste Behauptung des Hilfs- 
satzes erhält man für N=WUM, A = {0, {0}}. 


14. Zu jeder Menge M existiert die Menge aller möglichen Ordnungen von M. 


Zunächst existiert, wenn gemäß der vorigen Nr. (x) die Menge aller Paare 
von Elementen aus x bezeichnet, nach Nr. 6 die Menge £* derjenigen Teilmengen 
z von UM (d. h. derjenigen Mengen z von Teilmengen von M), für die zu jedem 
Element y von x(z) gilt: &yey. Man hat hierzu, da £* eine Teilmenge von UN. M 
darstellt, in Nr. 6 M durch UN M, »(y, z) durch &y, y(y, z) durch y, N durch x(z) und 
somit M, durch £* zu ersetzen. z sei ein beliebiges Element von #£*, also eine Teil- 
menge von WM, und y = {yı,%s} ein beliebiges Paar zweier Elemente von z, also 
yen(z); dann.gilt offenbar dann und nur dann eine der Beziehungen y, # y, und 
Ya # Yı, wenn &y = yı + % Element von y ist. Nach Grundbed. I und Nr. 11 ist 
also £* die Menge aller monotonen Mengen von Teilmengen von M. #* ist übrigens 
stets + 0, da z. B. die Elemente {0}, {M}, {0, M} darin vorkommen. Um unter den 
Elementen von £* weiter-diejenigen auszusondern, die auch noch der Grundbed. II 
genügen, benutzen wir wiederum Nr. 6. Hiernach existiert die Menge &£ derjenigen 
Elemente z von £*, für die zu jedem Element y von &* — {z} (Nr. 3) gilt: z&y, 
m. a. W. die Menge £ derjenigen monotonen Teilmengen z von UM, zu denen 
keine andere ebensolche, z als echte Teilmenge umfassende Menge existiert. Nach 
der Grunddefinition ist jedes Element von & eine Ordnung von M und umgekehrt. 





1) Janiszewski, These, Paris 1911. Vgl. Hüberts Axiom der Vollständigkeit in Arithmetik und 
Geometrie. 
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M ist also ordnungsfähig oder nicht, je nachdem £=F 0 oder = ist. Die 
Tatsache, daß stets ersteres der Fall ist, soll — als spezielle Folge des Wohlordnungs- 
satzes — erst in einem weiteren Aufsatz behandelt werden; nachstehend wird von 
ihr kein Gebrauch gemacht. Auch auf die Frage, welche Bedeutung die Postulierung 
jener Tatsache an Stelle des Auswahlaxioms besitzen würde, d. h. ob sie dem Aus- 
wahlaxiom gleichwertig ist oder nicht und in welchem Ausmaße im zweiten Falle 
ihr Eintreten statt des Auswahlaxioms die Mengenlehre ermöglichen würde, kann 
erst dann eingegangen werden. Z£ ist nach Nr. 7 und Def. 1 eine Funktion von M. 


15. IstM eine Ordnung der Menge M und M' eine beliebige Teilmenge von M, 
so sind die Vereinigungsmenge &M’ (Axiom IV) und der Durchschnitt DM’ (Nr. 4) 
Elemente von M. 


Zu zeigen ist, daß jedes Element u von M zusammen mit &M’ bezw. DM’ 
der Grundbed. I genügt; denn ist das der Fall, so sind M + {$SM’} undM + {®M'} 
monotone Mengen von Teilmengen von M, die nach Grundbed. II mit M zusammen- 
fallen müssen. 


Beweis für &M’: Kommt jedes Element der Teilmenge u von M in mindestens 
einem Element von M’ vor, so ist u &M’. Enthält aber u ein Element, das in 
keinem Element von M’ vorkommt, so ist nach Grundbedingung I (angewandt 
auf u und die Elemente von M’) jedes einzelne Element von M’ Teilmenge von u, 
also auch SM’ + u. 


Beweis für DM’: Kommt jedes Element der Teilmenge « von M gleichzeitig 
in allen Elementen von M’ vor, so auch in ®M', also u DM’. Enthält aber u 
ein Element, das in mindestens einem Element uw’ von M’ nicht als Element auftritt, 
so ist nach Grundbed. I u’ =# u, also umsomehr ®M’ = u. 


16. Sind m und m!’ beliebige verschiedene Elemente der Menge M, so gibt es in 
jeder Ordnung M von M mindestens ein Element, das ein einziges der beiden Ele- 
mente m und m’ als Element enthält. 


Beweis !): Unter der Annahme, daß jedes Element von M, das m enthält, 
auch m’ enthält, ist zu zeigen, daß es mindestens ein Element von M gibt, das 
m’, nicht aber m als Element enthält. Zum Beweis konstruieren wir ein spezielles 
derartiges Element z„ von M, das sich vermöge seiner Definition als Funktion 
von m erweisen wird. 


Es sei M’ = M„ey#M die Menge derjenigen Elemente von M, die m als 
Element enthalten; nach Annahme ist dann auch m’ Element jedes Elementes 
von M’. Daher sind m und m’ Elemente des Durchschnitts ®M’. Ferner ist nach 
der vorigen Nr. ®BM’eM. Die Menge DM’ — {m} = u„ enthält dann m’, nicht 
aber m als Element und ist — übrigens unabhängig von der zu Beginn gemachten 
Annahme — eine Funktion von m nach Def. 1 (bei gegebener Ordnung M); wir 
zeigen, daß u„meM. 


Ist u ein beliebiges Element von M, so ist m entweder Element von u oder 
nicht. Im ersten Fall ist (nach der Definition von M’) DM’ u und um so mehr 





') Vgl. den Beweis von Kuratowski, a. a. O. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 
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Um = u. -Im zweiten Fall ist » nach Grundbed. I Teilmenge eines jeden Elements 
von M, das m enthält, also auch Teilmenge von DM’. Da m in u nftht vorkommt, 
ist auch # # in. Da u„ somit mit den Elementen von M die Grundbed. I er- 
füllt, ist nach Grundbed. II in der Tat meM. 

Es sei noch hervorgehoben, daß w„, in dessen Definition nur M und m ein- 
gehen, bei gegebenem m eine Funktion der Ordnung M ist. 


17. Definition 3. Ist M eine Ordnung der Menge M und existiert zu zwei 
gegebenen Elementen m und m’ von M ein Element von M, das m’, aber nicht 
m als Element enthält, so setzen wir: m“ m’ oder gleichbedeutend m’ m 


(m vor m’ [gemäß der Ordnung M], m’ nach m usw.). Wo kein Zweifel mög- 
lich ist, wird auch bloß m < m’, m’ > m geschrieben. 


Ihre Berechtigung erhält diese Definition durch nachstehende Folgerung aus 
den letzten Nummern: 


Nach Definition 3 stellt M zwischen den Elementen von M eine einfache Ord- 
nung im üblichen Sinn her, d.h. <‘ ist (ebenso wie >) eine zwischen je zwei 
Elementen von M bestehende asymmetrische transitive Relation. 


In der Tat zeigt Nr. 16, daß zwischen je zwei verschiedenen Elementen m 
und m’ von M vermöge M mindestens eine der Beziehungen m < m’, m’ < m 
gilt; aber auch nur eine (Asymmetrie), da die Elemente von M der Grundbed. I 
“ genügen. Ist schließlich m 4 m’, m’ m’, d. h. enthält M zwei Elemente. ,, u; 
von den Eigenschaften 

mi un, m’eu), m’&u,, m’ Eug, 

so kann hiernach „, nicht Teilmenge von u, sein; nach Grundbed. I ist also 
a € u, also z.B. m’eu,, m&u, d.h. m“ m’, w.z.b. w. 

Natürlich könnte unter den Voraussetzungen der Def..3 ebensogut definiert 
werden: m’ Z m. Diese unvermeidbare Willkür hat einen rein formalen Charakter. 

Hervorgehoben sei noch, daß in vielen Fällen schon Teilmengen von M 
— also Mengen, die der Grundbed. II nicht genügen — geeignet wären, M in 
diesem Sinn zu ordnen. Will man aber eine in allen Fällen wirksame und ein- 
deutig bestimmte ordnende Menge erhalten, so bedarf man gerade der Grund- 
bed. II, deren Folge es dann ist, daß z.B. O und M stets Elemente von M sind. 


18. Durch die Ordnung M der Menge M ist diese nach Nr. 12 bestimmt 
als M=&M. Die Einführung eines neuen Begriffs „geordnete Menge‘ ist daher 
nicht erforderlich, nicht einmal die von Paaren der Form {M,M}. Indes wird 
bei konsequenter Vermeidung des Adjektivs (nicht Partizips) ‚geordnet‘ die Aus- 
drucksweise vielfach ungemein schleppend. Wir wollen daher lediglich zur Ver- 
einfachung des Ausdrucks neben der Menge M und ihrer Ordnung M auch von 
der geordneten Menge M sprechen; in bezug auf das Enthalten von Elementen, 
auf Elementefremdheit, Bildung des Durchschnitts usw. entspricht sie der un- 
geordneten Menge (me gleichbedeutend mit meM), in bezug auf die Ordnung 
und einschlägige Aussagen aber der Ordnung M, so daß auch m” m’ gleichbedeu- 


tend mit m * m’ geschrieben wird. M, = M, drückt die Gleichheit der betreffenden 
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Ordnungen aus, aus der die Gleichheit der ungeordneten Mengen M, und M, folgt. 
— Von der Verwendung geordneter Mengen als Elemente von Mengen kann (ver- 
möge der z. B. in den Nrn. 37 ff. verwendeten Umschreibung) abgesehen werden. 


Eine Ordnung der Menge M wird stets durch einen zugehörigen 


griechischen Buchstaben (M, erforderlichenfalls etwa M usw.), die 
zugehörige geordnete Menge durch den entsprechenden deutschen 
(M) bezeichnet (ohne Sonderfestsetzung in jedem einzelnen Fall). 


Die Nullmenge und jede Menge mit einem einzigen Element können bei 
Bedarf auch als geordnete Mengen angesehen werden, da zu ihnen nach Nr. 12 
eine und nur eine Ordnung gehört. 

Die in der Theorie der geordneten Mengen üblichen Definitionen und die 
an sie anknüpfenden Sätze lassen sich nach Def. 3 ohne Schwierigkeit übertragen. 
Für zwei in der Theorie der Wohlordnung besonders wichtige Begriffe sind die 
Übertragungen folgende: 

m heißt das erste Element der geordneten Menge WI, wenn die Ordnung 
M nur ein einziges Element — nämlich die Menge M selbst — enthält, in dem 
m vorkommt. 


m’ heißt der unmittelbare Nachfolger des Elementes m in der ge- 
ordneten Menge M, wenn die Ordnung M ein Element u enthält, in dem m’, nicht 
aber m vorkommt, während jedes andere Element u von M entweder beide Ele- 
mente m und m’ oder keines von ihnen als Element enthält (je nachdem % die 
Teilmenge «# umfaßt oder Teilmenge von u ist). 


19. Ist M eine Ordnung von NM, so gibt es eine weitere Ordnung M* von 
M,die zuM inverse Ordnung, derart, daß nach Def. 3 für je zwei Elemente 
m, m’ von M aus m“. m’ stets m’“ m folgt und umgekehrt. 

Ersetzt man nämlich jedes Element « von M durch (u) = MI — u, so 
entsteht nach Nr. 7 eine Teilmenge M* von WM, die (wie leicht zu erkennen) 
ebenso wie M beiden Grundbedingungen genügt, also eine Ordnung von M dar- 
stellt. Die Anwendung der Def. 3 auf weM und (4 — u)eM* ergibt die obige 
Kennzeichnung von M*. 

20. Die in Nr. 16 zu einem beliebigen Element m der geordneten Menge 
M definierte Menge un = DM„ey— {m} heißt die zu me gehörige (ungeordnete) 
Endstrecke der geordneten Menge M. 

Sie ist nach Nr. 16 Element von M und (bei fester Ordnung M) eine Funk- 
tion von m und wird als solche auch mit u(m) bezeichnet. Sie enthält all die Ele- 
mente von M und nur sie, die inM auf m nachfolgen. 


Die Menge u„ +{m} = DM,„.y, die nach Nr. 15 gleichfalls Element von 
M ist, heißt das zu meM gehörige (ungeordnete) Endintervall der geordneten 
Menge M. 


Zu beweisen ist nur noch die kursiv gedruckte Behauptung, aus der sich 


die (im Anschluß an Hausdorff verwendeten) Bezeichnungen erklären. Zunächst 


gilt nach Def. 3 für Jedes Element m’ von u„:; m Mm’ 


m’; denn es ist zwar m’, nicht 
19* 
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aber m Element von w„. Ist umgekehrt m”? m’, d.h. gibt es zu m’ ein Element 
u von M, das zwar m’, nicht aber m als Element enthält, so ist « Teilmenge des 
in Nr. 16 eingeführten Durchschnitts DM„.y = D; das folgt nach Grundbed. I 
daraus, daß dieser (gleich # zu den Elementen von M gehörende) Durchschnitt 
seiner Definition nach m als Element enthält. Aus u # D folgt m’eD, also wegen 
m=++ m’ auch m’e(D—{m}) = um, w. 2. b. w. 

21. Eine monotone (Nr. 11) Menge M von Teilmengen von M stellt dann 
und nur dann eine Ordnung von M dar, wenn M folgende Eigenschaften besitzt: 


erstens: sind m und m’ zwei beliebige Elemente von M, so gibt es minde- 
stens ein Element von M, das ein einziges der Elemente m und m’ enthält; 

zweitens: ist M’ eine beliebige Teilmenge von M, so sind &M’ und ®M'’ 
Elemente von M; 

drittens: M selbst und die Nullmenge sind Elemente von M. 


Die durch die Worte „und nur dann“ ausgedrückte Behauptung ist schon 
in den Nrn. 15/16 und 12 enthalten und dort bewiesen worden. 


Da M nach Voraussetzung der Grundbed. I (Monotonie) genügt, ist aus 
den drei obigen Eigenschaften noch das Erfülltsein der Grundbed. II zu folgern. 
Es sei also M’ eine beliebige Teilmenge von M, die zusammen mit den Elementen 
von M der Grundbed. I genügt; zu zeigen ist: M’eM. D’ sei der Durchschnitt 
all der Elemente y von M, die M’ als Teilmenge enthalten, also 

D'= DMweny= DM. 
Nach der zweiten der vorausgesetzten Eigenschaften ist D’eM, nach der dritten 
ist M+0 und nach der Definition von D’ ist M’=£D’. Es soll gezeigt werden, 
daß M’ = D’, wobei wegen der dritten Eigenschaft M’ als von M und O0 ver- 
schieden angenommen werden kann. 

m sei ein beliebiges nicht zu M’ gehörendes Element von M, von dem also 
nachzuweisen ist, daß es auch nicht zu D’ gehört. Zu jedem Element m’ von M’ 
bezeichne M’ die Menge all der Elemente y von M, die m’, aber nicht m enthalten; 
m. a. W. es ist M„#, = M”, M’arey= M’, und M’ ist nach Def. 1 (bei festem m) 
eine Funktion von m’. M’ ist ferner eine von O0 verschiedene Teilmenge 
von M; denn nach der ersten der vorausgesetzten Eigenschaften gäbe es ande- 
renfalls mindestens ein Element u von M, das umgekehrt zwar m, aber nicht m’ 
enthielte, und es könnte dann weder u =€ M’ noch M’= u sein im Widerspruch 
mit der Annahme, wonach die Menge M +{M’} die Grundbed. I erfüllt. Schließ- 
lich ist &M’ nach der zweiten Eigenschaft ein Element von M, das ebenfalls m’, 
aber nicht m enthält !); als Funktion von m’ aufgefaßt, sei $M’ mit @(m’) be- 
zeichnet. Ersetzt man nun in M’ jedes Element m’ durch g(m’), so entsteht nach 
Nr. 7 eine Teilmenge M, von M, und nach der zweiten Eigenschaft ist $M, 
wiederum Element von M; &M, enthält alle Elemente von M’, aber nicht m. 





1) Schon diese Menge &M’ hat die Eigenschaft der nachher eingeführten Menge SM, und 
könnte zum Abschluß des Beweises dienen. Die Herleitung dieser Tatsache ist aber umständlicher 
als der Umweg über M,. 








ei ce en un 
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Nach der Definition von D’ ist also D’’&&M,, d.h. auch die (im Gegensatz zu 
&M, von m unabhängige) Menge D’ enthält (wie &M,) m nicht als Element. 
Nach dem Beginn dieses Absatzes besagt das D’ = M', w.z.b. w. 


22 Dieses Ergebnis drückt die Gleichwertigkeit der (von Kuratowskı stam- 
menden) Grunddefinition und der Definition Hessenbergs (vgl Einleitung) aus. 
In letzterer Definition fehlt allerdings die dritte der in der vorigen Nr. hervor- 
gehobenen Eigenschaften. Dies ist in der Tat ein (bisher anscheinend nicht be- 
merkter, übrigens unwesentlicher) Mangel jener Definition. Ebenso nämlich wie 
der zweite (auf den Durchschnitt bezügliche) Teil der zweiten Eigenschaft (vgl. 
Kuratowski, a.a.O. S. 162, Fußn. 2) ist die dritte Eigenschaft erforderlich, um 
die Ordnung M eindeutig zu bestimmen, d.h. um jeder im üblichen Sinn die Menge 
M ordnenden Relation nur eine einzige Ordnung M entsprechen zu lassen. In 
der Tat steht es, falls die geordnete Menge ein erstes (letztes) Element enthält, 
ohne Heranziehung der dritten Eigenschaft noch frei, entweder M(0) den Ele- 
menten von M beizugesellen oder nicht. So erhellt noch deutlicher als bisher 
der Vorzug der Grunddefinition, die alle’drei Eigenschaften in der Grundbedin- 
gung II enthält. 

23. Ist M eine zur Menge M gehörige geordnete Menge, so heißt eine Teil- 
menge F von M (nach Hausdorff) ein Endstück von M, wenn aus meF und 


m” m’ stets m’eF folgt (ebenso ein Anfangsstück von M, wenn aus meF 


und m’ ® m stets m’’eF folgt). 


Nach Nr. 20 ist jede Endstrecke und jedes Endintervall von M ein End- 
stück von M, ebenso auch M selbst und die Nullmenge. Die Bedeutung des Be- 
griffs „„Endstück“ (vielfach — nach Cantor — als ‚‚Rest‘‘ bezeichnet) für die vor- 
liegende Ordnungstheorie erhellt aus dem Satz: 


Jedes Endstück der geordneten Menge M ist ein Element der Ordnung M und 
umgekehrt. Die Ordnung ist also die Menge aller Endstücke der zugehörigen ge- 
ordneten Menge. 


Zunächst werde gezeigt, daß ein beliebiges Endstück F vonM ein Element von 
M ist, d. h. daß, wenn M’ ein beliebiges Element von M bezeichnet, entweder 
M’=&F oder F-& M’ gilt (vgl. Grundbed. II). Ist nämlich M’ keine Teilmenge von 
F, so sei m’ ein Element von M’, das in F nicht vorkommt. Bedeutet dann u, die 
zu m’e M gehörige Endstrecke von ® (Nr. 20), so ist m’& u,’ und #,„-eM; da anderer- 
seits m’eM’eM, so ist nach Grundbed. I u,’ M’. Ist schließlich f ein beliebiges 
Element des Endstückes F, so ist von den beiden allein möglichen Beziehungen 
fm’ und m’”: f die erste ausgeschlossen, da sonst nach der Definition des End- 
stückes auch m’e F wäre; nach Nr. 20 kommt daher f in der Endstrecke u,’ vor, 
d.h. es ist. F#& u, und um so mehr F&M'. 

Um die Umkehrung nachzuweisen, werde ein beliebiges Element von M 
mit u, ein beliebiges Element von „ mit m bezeichnet. Ist m’ ein weiteres Ele- 
ment von M mit der Eigenschaft m? m’, so gehört m’ der durch m bestimmten 
Endstrecke von M an, die nach Nr. 20 Element von M, also nach Grundbed. I 
Teilmenge von u ist. Daher ist m’eu, somit u ein Endstück von M. 
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24. Sind M, und M, zwei Ordnungen von M, die zu jedem Paar {m, m’) 
von Elementen aus M nach Def. 3 (Nr. 16) stets gleichzeitig m’ m’ und m‘; m’ 
definieren oder umgekehrt, so sind nach der vorigen Nr. die Endstücke und somit 


auch die Ordnung das einemal dieselben wie das andremal, d. h. es ist M, =M,, 
In loserer Form: 


In einer gegebenen Menge und einer gegebenen Ordnungsvorschrift (im gewöhn- 
lichen Sinn) zwischen ihren Elementen gibt es höchstens!) eine einzige gemäß Def. 5 
zugehörige Ordnung M. 


25. Ist M, eine beliebige Teilmenge von M und M eine Ordnung von M, 
so existiert erstens die Menge F, (bzw. /,) derjenigen Elemente von M, die in W 
gleichzeitig allen Elementen von M, nachfolgen (vorangehen), und zweitens die 
Menge F, (/,) derjenigen Elemente von M, die in M irgend einem Element von 
M, nachfolgen (vorangehen). F, und F, sind Endstücke, /, und /, Anfangs- 
stücke von M; bei festem M ist jede dieser Mengen eine Funktion von M, (im 
Sinn der Def. 1). F,(/,) wird als das zu M, gehörige Endstück (Anfangs- 
stück) bezeichnet ?). 

Die vorstehenden Behauptungen gelten unverändert, falls die Vereinigungs- 
menge F, + M, bzw. /, + M, an die Stelle von F, bzw. /, gesetzt wird. 

Es genügt den Beweis für /,, /, und /, + M, zu führen; auf die übrigen 
Mengen überträgt er sich dann nach Nr. 19 durch Übergang zu der zu M inversen 
Ordnung. 

Es ist aber /, bei gegebenem M die Menge der Elemente y von M, deren 
Endstrecke u, (Nr. 20) M, als Teilmenge umfaßt, d.h. /, =M Mel, Ebenso 


ist /, bei gegebenem M die Menge der Elemente y von M, deren Endstrecke u, 
einen von O verschiedenen Durchschnitt mit M, aufweist, d.h. /, = Mu Mi) eis 0° 


Ihrer Natur nach sind beide Mengen ebenso wie /, + M, Anfangsstücke von W 
und nach Def. 1 Funktionen von M,. 


26. Durch die Ordnung M von M wird jede Teilmenge M, von M von selbst?) 
geordnet, d. h. M bestimmt eine Ordnung M, von M,, nach der vermöge Def. 5 
je zwei Elemente von M, stets durch dieselbe Ordnungsbeziehung verknüpft sind 
wie nach M. M, ist nach Nr. 24 eindeutig bestimmt. Die zugehörige geordnete 
Menge M, heißt schlechthin geordnete Teilmenge (bezw. Endstück usw.) von. 

Zum Beweis werde erstens überhaupt eine Ordnung M, von My, folgender- 
maßen definiert: M, € WM sei die Menge von Teilmengen von M=&M, die nach 
Nr. 7 aus M dadurch hervorgeht, daß jedes Element „ von M durch den Durch- 
schnitt [a, M,] = Y(u) ersetzt wird. (Hierbei brauchen übrigens die zu verschie- 


denen weM gehörigen (4) nicht von einander verschieden zu sein.) Demnach ist 
ME UM, 





!) Nr. 28 ermöglicht es, hier „höchstens“ fortzulassen. 
2) In dem besonderen Fall M,= {m,} wird analog zu Nr. 20 Z, als die zu m, gehörige 
Anfangsstrecke — nach Cantor Abschnitt —, I, + M, als das zu m, gehörige Anfangs- 
intervall von M bezeichnet. In diesem Fall ist offenbar /, + F, + M,=M. 
°») Für diese Ausdrucksweise vergleiche man auch Nr. 29, 
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M, stellt eine Ordnung von M, dar. Sind nämlich «, und u, zwei Elemente 
von M,, etwa ı, = p(u), un = P(u”), und gilt vermöge der Ordnungseigenschaft 
von M etwa u’ =# u”, so ist nach der Definition von auch u # uw. Die Grund- 
bed. I ist also für M, erfüllt. Um auch Grundbed. II als befriedigt nachzuweisen, 
werde mit M, eine beliebige Teilmenge von M, bezeichnet, die zusammen mit den 
Elementen von M, der Grundbed. I genügt; zu zeigen ist M,eM,, m. a. W. die 
Existenz eines Elementes MeM, für das M, = (M) =[M, M,]. Wir beweisen 
die Gültigkeit dieser Beziehung für die (nach der vorigen Nr. existierende und nach 
Nr. 23 in M als Element vorkommende) Menge M derjenigen Elemente von M, 
die irgend einem Element von M,-€ M, in M nachfolgen oder gleich sind (so daß 


auch M,£ M). 

Um diesen Beweis zu führen, ist nur zu zeigen, daß jedes Element m des 
Durchschnitts [M, M,] der Teilmenge M, von M, und M als Element angehört. 
Zunächst besagt meM (nach der soeben getroffenen Verfügung über M) die Existenz 
eines Elements m, von M,, für das entweder m, = m oder m, m gilt. Im ersten 
Fall sind wir fertig. Im zweiten bezeichne w,„, die zu m, gehörige Endstrecke von 
M (Nr. 20) und [üm., Mo] = wo Ihren Durchschnitt mit M,, der also (wegen me M,) 
das Element m enthält; dann ist nach Nr. 20 u„,eM, also (nach der obigen Defi- 


nition von M,) upeM,. Nach der im vorigen Absatz über M, gemachten Voraus- 
setzung gilt daher eine der Beziehungen M,# u, und u, € M,, und zwar nur die 
letztere, da m, (nach Nr. 20) nicht in j,, wohl aber in M, vorkommt. Schließlich 
folgt aus meu, und uw, £ M, das gewünschte Resultat me M,. 


Zweitens ist zu zeigen, daß die konstruierte Ordnung M, von M, zwei Ele- 
menten m, und m, von M,, für die etwa m,“ my gilt, nach Def. 3 auch die Be- 
ziehung m,“ m, auferlegt. Gemäß dieser Definition enthält nach Voraussetzung 
Mein Element u, das m,, aber nicht m, enthält. Dann enthält aber der Durchschnitt 
[u, M,], der nach der Definition von M, dieser Menge angehört, ebenfalls m, und 
nicht m,, w. z. b. w. 


Der bewiesene Satz gestattet offenbar, gewisse auf die Ordnung bezügliche 
Eigenschaften von einer geordneten Menge M auf Teilmengen von ihr zu übertragen 
und umgekehrt; so erweist sich z. B., falls M ein erstes Element m besitzt, m auch 
als erstes Element jeder geordneten Teilmenge von M, in der m vorkommt. 


27. Zum Schluß soll in dieser und den folgenden Nrn. noch die Verbindung zwischen der 
hier benutzten Ordnungsdefinition und der Hausdorffschen, die unmittelbar an die gewöhnliche Vor- 
stellung anknüpft, hergestellt werden. Diese Überlegung, die als Umkehrung der Nr. 17 aufgefaßt 
werden kann, ist zwar systematisch nicht erforderlich und wird in den folgenden Paragraphen nicht 
benutzt; aber als Brücke zum gewöhnlichen Ordnungsbegriff wird sie erwünscht sein, und sie läßt 
auch ersichtlich werden, daß für die Zwecke der Axiomatik die obige Grunddefinition wesentliche 
Vorzüge besitzt. 


Lediglich zur Vereinfachung des Nächstfolgenden werde definiert: Ist a-=F 5, so werden die 
Mengen {fa}, {a, b}} und {{b}, {a,b}} als orientierte Paare (genauer: als die zum Paar {a,b} 
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gehörigen orientierten Paare) bezeichnet!). Sind a und b Elemente einer Menge M, so heißen jene 
Paare orientierte Paare aus M. Es gilt: 


Zu jeder Menge M existiert die Menge aller orientierten Paare aus M. 


Die zu jedem einzelnen Paar {a,b} =p sicher existierende Menge p der (zwei) zugehörigen 
orientierten Paare läßt sich zunächst als Funktion von p allein auffassen: wird z.B. {{x}, ?} = y(«) 
gesetzt, so ist 9 = {{{a}, {a, b}}, {{b}, {a, b}}} die Teilmenge von Ullp, die aus p hervorgeht, indem 
jedes Element % von p durch y(y) ersetzt wird. ?= ı(p) ist also nach Nr. 7 eine Funktion von p. 


Wird nun in der nach Nr. 13 existierenden Menge N aller Paare von Elementen aus M jedes 
Element % von N durch die soeben definierte Menge y(y) ersetzt, so entsteht nach Nr. 7 eine Teil- 
menge N* von UUNUM, die die Mengen der zu jedem einzelnen Paar von Elementen aus M ge- 
hörigen orientierten Paare als Elemente enthält. &N* ist also die gewünschte Menge aller orien- 
tierten Paare aus M. 


28. Um nun Nr. 17 umzukehren, d. h. von einer einfachen Ordnung im gewöhnlichen Sinn 
auf eine Ordnung im Sinn der Grunddefinition zu schließen, gehe man aus von einer zwischen je 
zwei Elementen der gegebenen Menge M definierten asymmetrischen und transitiven Relation <. 
Will man diese nicht geradezu als eine Grundbeziehung voraussetzen, so kann man sie formalisieren 
durch Vorlegung einer gewissen Menge, am einfachsten nach dem Schema Hausdorffs: Gegeben 
sind hier zwei Mengen von „geordneten Paaren“ (oder auch orientierten Paaren) aus M, von denen 
jede je ein einziges der beiden geordneten Paare enthält, die zu einem und demselben (ungeordneten) 
Paar von Elementen aus M gehören; schreibt man noch die Bedingung der Transitivität vor und 
deutet man schließlich ein geordnetes Paar (a, b) bezw. das entsprechende orientierte Paar {{b}, {a, b}} 
als die (asymmetrische) Beziehung a</b, so ist deren Formalisierung erreicht. Insbesondere folgt 
offenbar (vgl. I, Nr. 7) aus {fd}, {a, b}} = {fd}, {a’, 5} stets a=a’,b=b. 

Es ist also zu beweisen (vgl. Nr. 24): 


In einer Menge M sei durch eine Vorschrift eine asymmetrische transitive Beziehung < 
zwischen je zwei Elementen von M definiert; dies kann z. B. geschehen durch Angabe eines Paares 
{P’, P’} elementefremder Mengen von orientierten Paaren aus M, das folgende Eigenschaften besitzt: 


1) P’+ P’” ist die Menge aller orientierten Paare aus M. 


2) Ist p ein Paar von Elementen aus M, so ist von den beiden (nach der vorigen Nr.) zu p 
gehörigen orientierten Paaren eines Element von P’, das andere Element-von P”. 


3) Sind {{b}, {a, b}} und {fc}, {b, c}} Elemente von P’, so ist auch {fc}, {a,c}} Element von P'. 
(Eigenschaft der Transitivität.) 


An Stelle der Beziehung a <{ 5 tritt dann etwa die folgende: {{b}, {a, b}} e P’. 


Unter dieser Voraussetzung gibt es eine einzige Ordnung M von M mit folgender Eigenschaft : 
Sind a und b Elemente von M und ist a<b (oder gleichbedeutend {{b}, {a, b}}e P’), so gibt es ein 
Element von M, das b, aber nicht a als Element enthält; und umgekehrt. 


Zu Beweis denken wir uns ein Paar {P’, P’”} der bezeichneten Art gegeben. Bezeichnet man 
dann jede Teilmenge M, von M, die gleichzeitig mit einem Element ae M, auch jedes Element 
von M mit der Eigenschaft a</ b enthält, als einen Rest von M (in bezug auf < oder {P’, P”}), 
so werde M als die Menge aller Reste von M gewählt. Zu zeigen ist, daß diese Menge existiert 
und eine Ordnung von M mit der obigen Eigenschaft darstellt. 

Bezeichnet man die Menge aller yeM, für die (zu gegebenem aeM) a<y gilt, mit p (a), 
also My), {a,y}} ep’ = (a) (vgl. Def. 1), so ist nach der soeben getroffenen Festsetzung eine Teil- 
menge M, von M dann und nur dann Element von M, wenn aus aeM, stets p (a) € M, folgt. M 
ist also die Menge derjenigen yeUM, die für jedes zey der Beziehung y(z)eÜÜy genügen, und 
existiert somit nach Nr. 6. Daß M eine Ordnung von M darstellt, also die beiden Grundbedingungen 





1) Die orientierten Paare entstehen also aus den zugehörigen geordneten Mengen (Nr. 12), 
die seibst nicht Paare sind, durch Fortlassung der Nullmenge. Vgl. Kuratowski a. a.0. — Die Ver- 
wendung der einfacheren Mengen {a, {a, b}} würde zu mehrdeutigen Verhältnissen Anlaß geben. 
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befriedigt, ist analog dem Gedankengang Kuratowskis (a. a. O., S. 165f.) leicht einzusehen; die 
dortige Betrachtung läßt sich unter Benutzung der obigen Funktion (x) leicht auf die hier ver- 
wendete Grundlage übertragen. 

Schließlich hat M die am Schluß des Satzes ausgesprochene Eigenschaft. Denn z. B. die 
oben definierte Menge (a), die bei a<’b nicht a, wohl aber 5b enthält, ist ein Rest von M (in be- 
zug auf <) und daher ein Element von M. Die Umkehrung ist eine Folge der Eigenschaft 2). 
Endlich folgt die eindeutige Bestimmtheit von M aus Nr. 24. 

29. (Umkehrung der vorigen Nr.) Jede Ordnung M der Menge M bestimmt eindeutig ein 
Paar {P’, P’} von Mengen orientierter Paare aus M derart, daß (bei Bezeichnung des passenden 
Elements von {P’, P”} mit P’) außer den in der vorigen Nr. hervorgehobenen Eigenschaften 1) und 
2) noch die folgende erfüllt ist: 


3’) Ist {fd}, {a,d}} e P’, so gibt es ein Element von M, das 5, aber nicht a als Element enthält. 
Diese Menge P’ besitzt überdies stets die Transitivitätseigenschaft 3) der vorigen Nr. 


Schreibt man a</ b statt {{2}, {a,5}}e P’ und demgemäß b</a statt {{b}, {a, b}} eP”, so hat 
man den Übergang von der Ordnung M zur Ordnung einer Menge im gewöhnlichen Sinn. 


Zum Beweise werde zunächst gezeigt, daß zu jeder Ordnung M von M mindestens ein Paar 
{P, P’} der bezeichneten Art gehört. Ist P die Menge aller orientierten Paare aus M (Nr. 27), 
so sei P’ die Menge derjenigen Elemente p = {{b}, {a, b}} von P, die man erhält, wenn man a die 
Elemente von M und b bei festem a die Elemente der Endstrecke «, von M (Nr. 20) durchlaufen 
läßt. Diese Menge P’ existiert. Denn für festes aeM ist, da [{a}, «„] = 0, das Produkt {a} - u, 
(Nr. 5) die Menge aller Paare {a, b} im obigen Sinn; dieses Produkt ist äquivalent zu uw, 
oder auch zu der Menge «, aller nur ein Element enthaltenden Teilmengen von «, (I, Nr. 7), 
und es existiert eine Abbildung zwischen beiden Mengen, die jedem {b}eu, das Paar {a,b} mit dem 
nämlichen 5 zuordnet (vgl. I, Nr. 16), nämlich die Menge w(a) aller Paare {{b}, {a,b}} von der 
Eigenschaft {b} e «,; sie stellt nach Def. 1 eine Funktion von a dar. Wird schließlich jedes Element 
y von M durch ı(y) ersetzt, so entsteht gerade die oben definierte Menge P’, die somit als Teil- 
menge von P nach Nr. 7 existiert. 


P’ hat zusammen mit der Menge P’= P— P’ die im Satz ausgedrückten vier Eigenschaften, 
von denen die erste aus der Definition von P’” folgt. Ist weiter » = {a,b} ein Paar von Elementen 


aus M, so ist nach Def. 3 entweder a“b oder bN a. Im ersten Fall ist (Nr. 20) b Element der 


zu a gehörigen Endstrecke von M und nicht umgekehrt, d. h. (nach der im vorigen Absatz ge- 
troffenen Definition von P’) das orientierte Paar {{b}, {a, b}} ist Element von P’, nicht aber das 


orientierte Paar {{a}, {a, b}}, das also nach Eigenschaft 1) zu P” gehört; der Fall bNa erledigt 


sich entsprechend, womit Eigenschaft 2) nachgewiesen ist. Ebenso folgt 3’) daraus, daß {{b}, {a,b}}e P’ 
nach Definition die Zugehörigkeit von b zu der zu a gehörigen Endstrecke von M ausdrückt; denn 
diese Endstrecke, die b, aber nicht a enthält, ist nach Nr. 20 Element von M. Schließlich folgt 3) 
auf Grund von 3’) aus Nr. 17. 


Was endlich die eindeutige Bestimmtheit von {P’, P’”} durch M betrifft, so gehört, da außer 


1), 2), 3°), auch noch 3) erfüllt ist, auch zu jedem zweiten Paare {P’, P’}, das im Sinne dieser 
Nr. der Ordnung M entspricht, nach der vorigen Nr. dieselbe Menge M als Ordnung. Gilt also 


vermöge {P’, P’} etwa a<b, d.h. {{b}, {a,b}}e P’, so ist nach der vorigen Nr. ab, während 
aus {fa}, {a, b}} e P’ sich Ya ergäbe; nach Nr. 17 sind beide Beziehungen miteinander unverträg- 
lich, es ist also wirklich {P‘, P’} = {P’, P”}, 


$ 3. Theorie der Ähnlichkeit. 


30. Entsprechend zu Definition 2 ($ 1) gelte: 


Definition 4a. Zwei elementefremde geordnete Mengen M und NR heißen 
ähnlich (MN), wenn zwischen M und N eine Abbildung ®-£ M«N existiert, 
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die folgende Bedingung erfüllt: sind {m}, n,} und {m,, n,} Elemente von ®, so folst 
aus m, ” m, stets n, ® n, und umgekehrt. 

Eine derartige Abbildung ®, die offenbar symmetrisch inbezug auf M und N 
ist, heißt eine ähnliche Abbildung zwischen beiden Mengen. Ist {m,n}e®, so 
heißen m und n einander (durch ®) zugeordnet, Bilder von einander usw. 


Elementefremde ähnliche Mengen sind hiernach umsomehr äquivalent. 


31. Zu je zwei elementefremden geordneten Mengen MR und R existiert die Menge 
Y aller ähnlichen Abbildungen zwischen ihnen. 


Die Mengen sind also ähnlich oder nicht, je nachdem Y+0 oder = 0 ist. Y 
ist sicher dann = (0, wenn M und N nicht einmal äquivalent sind. 


Zum Nachweis von Y bezeichne zunächst Z£W(M N) die Menge aller 
Abbildungen zwischen den elementefremden Mengen M und N (Nr. 9); dann 
und nur dann ist Z+0, wenn MN. Ferner sei ® ein beliebiges Element von = 
und {pı, Pa} = {{m,, nı}, {Mza, ns}} € ® ein beliebiges Paar von Elementen aus ©: 
u(x) bezw. v(x) möge die Funktion darstellen, die gemäß Nr. 20 zu einem beliebigen 
Element m von M bezw. n von N die zugehörige Endstrecke u(m) von M bezw. 
v(n) von % bestimmt. Demgemäß hat ® dann und nur dann den Charakter einer 
ähnlichen Abbildung, wenn aus mzeu(m;) stets n,ev(n,) folgt und umgekehrt, 
d.h, wenn 

{mı, ni} e u(mi) + v(n;) (i, k= 1, 2; i=Ek). 
Damit ® eine ähnliche Abbildung zwischen M und R sei, ist also notwendig und 
hinreichend, daß in jedem Paar x = {p,, ps} von Elementen aus ® (mindestens) 
ein Element y = {mı;, n.} von x vorkommt, für das 


y ulm) +v(m) = u(S[8x — y, M]) + v(&[&x —y,N]) = 9%, y) 
gilt, wo [a, b] wie gewöhnlich den Durchschnitt von a und b-bezeichnet. Ist gemäß 
Nr. 13 z (®) die Menge aller Paare von Elementen aus &, so stellt sich also die 


Menge Y aller ähnlichen Abbildungen dar als die Menge derjenigen Elemente 
z= © von Z, die für jedes Element x von n(z) der Bedingung 


ya, 2) — Iysligp(a,y) = 0 
genügen, wo @(x,%) die obige Bedeutung hat. Y existiert somit nach Nr. 6 und 
ist eine Teilmenge von N(M- N). 


Wie die Ableitung zeigt, hängt Y nur von den Mengen Z, M, N und (hin- 
sichtlich der Funktionen «(z) und » (x)) M,N ab, also nach den Nrn. 12, 9, 16 nur 
vonM und N. Ist also eine dieser beiden Ordnungen gegeben und die andere variabel 
(= x) oder sind beide Ordnungen Funktionen der nämlichen Variabeln x, so ist auch 
Y eine Funktion von z. 

Die Sätze und Beweise der Nrn. 33—35 schließen sich eng an entsprechende 
- Betrachtungen in der Äquivalenztheorie an (Z., $ 2; I, $ 3) und können demgemäß 
kurz behandelt werden. 


32. Sind M, R, N paarweise elementefremde geordnete Mengen, so folgt aus 
MR RN stets M-N. Die Ähnlichkeit ist also eine (symmetrische und) 
transitive Beziehung. 
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Der Beweis, der sich ohne grundsätzliche Schwierigkeit entsprechend wie in I, 
Nr. 15, vollzieht, bedarf keiner Ausführung. 


33. Ist N eine Menge, M eine geordnete Menge, so gibt es (mindestens) eine 
geordnete Menge, die zu M und N elementefremd und zu M ähnlich ist. 


Es sei nämlich r eine Menge, die nicht Element von M+&M + N) ist. 
Dann ist das Produkt AR = M - {r} elementefremd zu M + N; denn jedes Element 
des Produktes hat die Form {m, r}, wo meM, und aus {m, r}e(M -+ N) würde folgen 
re®(M + N) gegen die Voraussetzung. 


Ferner sei ® die Abbildung zwischen den äquivalenten Mengen M und AR, 
die der jeweiligen Zuordnung der Elemente meM und {m, r}eR entspricht (vgl. I, 
Nr. 46), und z(x) gemäß Nr. 10 die Funktion, die jeder Teilmenge M, von M die 
ihr nach ® entsprechende Teilmenge R, = r(M,) von R zuordnet. Ersetzt man 
dann in der Ordnung M von M jedes Element y von M durch die Menge r(y), so 
entsteht nach Nr. 7 eine Teilmenge P von UA, die sich als eine Ordnung von AR er- 
weist. Sind nämlich M, und M, zwei beliebige Elemente von M (also Teilmengen 
von M), t(M,) = R, und r(M,) = R, die entsprechenden Elemente von P, und 
ist etwa (gemäß Grundbed. I für M) M,-€ M,, so ist offenbar auch A,& R.. Ist 
ferner R’ eine Teilmenge von AR, die mit allen Elementen von P der Grundbed. I 
genügt, und ist M’= &R’ — {r} die (in dem zu z(x) inversen Sinn) entsprechende 
Teilmenge von M, so muß auch M’ mit allen Elementen von M der Grundbed. I 
genügen, also (gemäß Grundbed. II für M) selbst Element von M sein. Dann ist 
aber auch z(M’) = R’ Element von P nach der Definition von P, d. h. P genügt 
gleichfalls der Grundbed. II und stellt somit eine Ordnung von A dar. 


Schließlich erkennt man auf Grund der getroffenen Festsetzungen leicht, 
daß die benutzte Abbildung © eine ähnliche Abbildung zwischen WR und der durch P 
definierten geordneten Menge R darstellt. R ist also eine Menge von den nachzu- 
weisenden Eigenschaften. 

Aus dem vorstehenden Beweis ergibt sich bei Anwendung der Def. 3 (Nr. 16): 

Ist M eine geordnete Menge und r nicht Element von M, so läßt sich das 
Produkt R= M -{r} ordnen durch die Festsetzung: {m, r}* {m’, r}, falls m ® m’ 
(m und m’ Elemente von X). Die entstehende geordnete Menge ®R ist ähnlich M 
und kann ohne Mißverständnis mit M-{r} = {r}-M bezeichnet werden. Ihre 
Ordnung P entsteht aus der Ordnung M von M dadurch, daß in jedem Element 
M, von M jedes m,e M, durch {m,, r} ersetzt wird; bei festem M ist daher P eine 
Funktion von r. 


34. Definition 4b. Zwei beliebige (nicht notwendig elementefremde) ge- 
ordnete Mengen M und X heißen ähnlich, wenn es eine „‚vermittelnde‘“ geordnete 
Menge R gibt, die zu und X sowohl elementefremd wie auch (gemäß Def. 4a) 
ähnlich ist }). 





!) Eine Definition der Ähnlichkeit wäre auch in einem Schritt und ohne vermittelnde Menge, 
im Sinn des Satzes von Nr. 36, möglich; doch ist das hier eingeschlagene Verfahren begrifflich vor- 
zuziehen, 


20* 
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Für elementefremde Mengen M und NR steht diese Definition nach den Nrn. 
32/33 im Einklang mit Def. 4a, die durch sie zu einer Definition der Ähnlichkeit 
für zwei beliebige geordnete Mengen ergänzt wird. Die Ähnlichkeit ist hiernach 
eine reflexive (MM) und symmetrische Beziehung. meM und ne? heißen „,ein- 
ander vermöge der simultanen ähnlichen Abbildungen D&M-R und 
P-€ R-N zugeordnet“ usw., wenn es ein Element r von ®R gibt, dem sowohl m 
vermöge ® wie n vermöge 'P entspricht. 


Sind M und N zwei beliebige geordnete Mengen, R gemäß Nr. 33 eine zu 
beiden elementefremde und zu M ähnliche geordnete Menge, und ist Y gemäß 
Nr. 31 die Menge aller ähnlichen Abbildungen zwischen den elementefremden 
Mengen R und %, so ist hiernach W-N, sobald Y=F0. Aber auch nur dann; 
denn au R=M,M_N (d.h.nach Def. 4a:M=-6,65=N, wo © elementefremd 
zuM-+ N + R angenommen werden kann und soll) folgt nach Nr. 2 RN, 
4.5. VER 


Man erkennt leicht, daß nunmehr allgemein aus RR, REN stets MN 
folgt. Ferner ergibt sich: 


Eine geordnete Menge mit einem einzigen Element ist jeder ebensolchen 
und nur einer solchen ähnlich. 


35. Sind M und R ähnliche Mengen und R eine zugehörige vermittelnde 
Menge, so gibt es zu jedem Paar {®, %#} simultaner ähnlicher Abbildungen ®£ M -R 
und #=-£R:N eine Funktion (x), die jedem Element m von M sein Bild n in N 
in der Form n = „(m) zuordnet, und eine Funktion y(x), die jeder (geordneten) 
Teilmenge M, von M (vgl. Nr. 26) eine bestimmte Teilmenge N, = y(M,) von N 
zuordnet, die die Bilder der Elemente von M, und nur sie als Elemente enthält und 
die in der ihr durch X aufgeprägten Ordnung eine zu M, ähnliche Menge N, darstellt. 


Zu beweisen ist nur noch die letzte Behauptung, da alles Übrige in Nr. 10 
enthalten ist. Sind also m, und m, zwei beliebige Elemente von M,, n, und no ihre 
Bilder in N vermöge {®, P}, und ist m, > m;, also auch m, = m;, so gilt wegen 
MN auch n, 2 n,, also nach Nr. 26 auch n, ® n.. 

36. M und N seien Mengen und „(x) eine Funktion derart, daß N alle 


und nur die Elemente der Form n = o(m) enthält, wo meM, und daß für zwei 
verschiedene Elemente m und m’ von M stets o(m) = o(m’) gilt‘). Ist dann M 
eine Ordnung von M, so bestimmt die Regel: „p(m) X p(m’), falls m“ m’“ eine 
Ordnung N von N, vermöge deren W=M wird, und zwar geht N aus M dadurch 
hervor, daß in jedem Element u von M jedes meu durch g(m)eN ersetzt wird. 

Der Beweis dieses Satzes, der eine Verallgemeinerung des Schlußsatzes von 
Nr. 33 darstellt, kann entweder durch Zurückführung auf die Nrn. 28/29 oder direkt 
auf folgendem Weg erbracht werden. Wir weisen zunächst nach, daß die am Schluß 
definierte Menge N existiert und eine der obigen Regel entsprechende Ordnung von 
N darstellt. Zunächst existiert nach Nr. 10 die Funktion (x), die jeder Teilmenge 





1) Es ist dann MN, und umgekehrt gibt es nach Nr. 10 zu zwei äquivalenten Mengen M 
und N stets solche Funktionen Y(x). 
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„ von M die Teilmenge z(#) = »=€ N zuordnet, welche statt der me die ent- 
sprechenden »(m)eN als Elemente enthält. Durchläuft « die Elemente von M, 
so entsteht daher nach Nr. 7 die gewünschte Menge N als die Teilmenge von UN, 
die alle jene r(„) und nur sie enthält. Sind # und w’ verschiedene Elemente von M, 
so ist auch z(4) = r(u’); denn ist m ein in u, nicht aber in w’ vorkommendes Ele- 
ment von M, so ist p(m)er(u), aber (nach der über p gemachten Voraussetzung) 
o(m) verschieden von allen Elementen von z(w'). Um N als eine Ordnung von N 
zu erweisen, bezeichne man zwei beliebige Elemente von N mit » und »’; nach den 
getroffenen Festsetzungen ist » = r(u), v’ = r(w'), wo „ und u’ Elemente von M 
bedeuten. Ist gemäß Grundbed. I etwa u £ u’, so ist nach der Natur der Funktion 


(x) auch »=£ v’, d. h. Grundbed. I ist auch für N erfüllt. Ist ferner N eine Teil- 
menge von N, die mit allen Elementen von N der Grundbed. I genügt, so sei 
M = Mg: die entsprechende Teilmenge von M, die statt jedes p(y)eN das 
Element yeM enthält. Dann genügt M mit allen Elementen von M der Grundbed. I; 
denn aus N £» = z(u)eN folgt nach der Definition von r(x) stets M£ u. Daher 
ist nach Grundbed. II MeM und somit (nach der Definition von N) auch NeN, 
d.h. N ist eine Ordnung von N. Schließlich geht aus zweimaliger Anwendung von 


Def. 3 (Nr. 17) hervor, daß diese Ordnung N der im Satz ausgesprochenen Regel 
entspricht, und aus Nr. 24, daß N die einzige Ordnung dieser Art von N darstellt. 


Der zweite Teil des Beweises hat zu zeigen, daß die durch N definierte geordnete 
Menge NW der gegebenen geordneten Menge M ähnlich ist. Falls zunächst M und N 
elementefremd sind, so ist schon die Abbildung ®-£ M - N, deren Elemente die 
Form {m, o(n)}, wo meM, haben (vgl. Nr. 10), eine ähnliche Abbildung zwischen 
M und N, wie aus dem Schluß des vorigen Absatzes folgt. Sind aber M und N nicht 
elementefremd, so ist zum Beweis der Ähnlichkeit nach Def. 4 b eine dritte geordnete 
Menge einzuführen. Es sei nämlich R gemäß Nr. 33 eine zu M + N elementefremde 
und zu M ähnliche geordnete Menge. Ist ‘#(x) die Funktion, die gemäß einer ähn- 
lichen Abbildung y zwischen M und R jedem reR sein Bild y(r) = me zuordnet, 
so werde $(y(x)) =yx(x) gesetzt; dann ordnet y(x) jedem ref das ihm „über M“ 
entsprechende Element von N, nämlich g(m) =y{r) =ne?, zu. Sind r und r’ 
zwei verschiedene Elemente von R, so ist (da y eine Abbildung ist) y(r) # y(r), 
also nach der im Satz vorausgesetzten Eigenschaft von @ auch y(r) $y(r’). Die 
nach Nr. 7 existierende Teilmenge X von R- N, die die Elemente {r, y(r)} und nur 
sie enthält, ist also eine Abbildung zwischen den elementefremden Mengen R und 
N, und zwar eine ähnliche; denn ist r® r’, so folgt wegen der Ähnlichkeit der Ab- 


bildung #: y(r) y(r’), also nach dem Schluß des vorigen Absatzes x (r) x (r'). 
Aus MR und RN folgt schließlich nach Def. 4b: M-N, w. z. b. w. 


37. Eine unmittelbare, für die Multiplikation geordneter Mengen wichtige 
Folge des letzten Satzes ist: 


Sind M und N geordnete Mengen, so gibt es zu M ähnliche geordnete Mengen 


M, so daß die Elemente von M lauter Ordnungen darstellen, die paarweise elemente- 
fremde und sämtlich zu N ähnliche geordnete Mengen definieren. 
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Eine solche Menge M erhält man z. B. auf folgende Art: Ist z eine Unbe- 
stimmte, so ist das gemäß Nr. 33 geordnete Produkt {2} -N = 3 ähnlich zu N, die 
zugehörige Ordnung Z eine Funktion »(z) von z. Sind zunächst M und N elemente- 
fremd, so existieren, während z die Elemente von M durchläuft, sämtliche Mengen 
3, da stets [{z}, N] = 0, und für jedes z ist Z&W(M - N); überdies sind, wenn 
z, und z, zwei verschiedene Elemente von M bezeichnen, die zugehörigen Mengen 
3ı und #3, elementefremd (umsomehr verschieden), weil stets {z,, n} = {z,, n‘}; 
schließlich existiert die Menge M aller Ordnungen Z = x(z) nach Nr. 7 als Teil- 
menge von UW(M - N) und erfüllt die in Nr. 36 über N gemachten Voraussetzungen. 
Daher existiert nach dieser Nr. die zu ® ähnliche geordnete Menge M, die durch die 
Regel ‚‚(2,) - %(2,), falls z, z 25° aus M entsteht; M besitzt die in unserem Satze 
angegebenen Eigenschaften. 


Die nämliche Überlegung läßt sich auch anstellen, wenn M und W nicht 
elementefremd sind; dann hat man nur statt mit M mit einer zu® ähnlichen und zu 
N elementefremden geordneten Menge zu operieren, wie sie nach Nr. 33 existiert. 


Für spätere Verwendung sei noch bemerkt, daß im Falle [M,N] =0 das 
gewöhnliche Produkt M - N nichts anderes ist als die Vereinigungsmenge der Menge, 


die aus der im vorletzten Absatz konstruierten Menge M hervorgeht, falls jede 
Ordnung Z durch die zu ordnende Menge &Z = {z} - N ersetzt wird. 


38. Zu einer gegebenen geordneten Menge M, deren Elemente Ordnungen 
sind, läßt sich eine ihr ähnliche Menge M’ von Ordnungen derart angeben, daß je 
zwei (vermöge einer fest gewählten ähnlichen Abbildung zwischen M und WM) 
einander entsprechende Elemente von W und M’ zwei ähnliche geordnete Mengen 
definieren und daß die durch M’ definierten geordneten Mengen — m. a. W. die 
zu den Elementen von M’ gehörigen Vereinigungsmengen — paarweise untereinander 
sowie zu einer gegebenen Menge N elementefremd sind !). 


Zum Beweis setze man &SM = S, so daß $ die Elemente der durch M defi- 
nierten geordneten Mengen enthält, und bilde dann gemäß Nr. 33 eine geordnete 
Menge M’, die zu M ähnlich und zur Summe M +S +&N elementefremd ist. 
Zwischen den (hiernach elementefremden) geordneten Mengen M und M’ gibt es 
also eine ähnliche Abbildung 9, die jedem Element „?) von M sein Bild m’”’eM’” 
zuordnet. Das Produkt 5 - M’, das wegen [S5, M’’] = O0 nach Nr. 5 existiert, ent- 
hält dann lauter Elemente der Form y = {s, m’’}, wo seS. Ferner sei p(x) gemäß 
Nr. 35 die Funktion, die jedem m’’eM"' das vermöge ® entsprechende g(m”) = ueM 
zuordnet. Zu jedem Element m’ von M’’' gehört dann die Menge m’ derjenigen 
Paare {s, m’’}, für die s ein Element der durch @(m’’)eM definierten geordneten 
Menge m ist; m’ = &op(m’’) -{m’’} #& S - M’” läßt sich nach Nr. 33 ähnlich zu m 
ordnen und die zugehörige Ordnung „’ von m’ ist eine Funktion y(m’’) von m” 





1) Man vergleiche den in der Äquivalenztheorie entsprechenden Satz, dessen Beweise in Z., 
Nr. 28, und in ]J, Nr. 21, sich entsprechend dem hier durchgeführten Gedankengang wesentlich ver- 
einfachen lassen. 

2) So bezeichnet, weil « eine Ordnung ist; entsprechend im folgenden, 
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und eine Teilmenge von U(S5 - M’”’). Ersetzt man jedes m’’e M’’ durch y(m’’) = u‘, 
so entsteht, während m’’ die Elemente von M’” durchläuft, nach Nr. 7 eine Teil- 
menge M’ von UU(5 - M’’). Sind m’’ und my zwei verschiedene Elemente von M”, 
so sind die Mengen &y(m’’) = m’ und &y(m, ) = m, nicht nur verschieden, sondern 
sogar zueinander sowie auch zu N elementefremd, da ihre Elemente die Form 
{s,m’’} bezw. {s, my} haben, wo se&gp(m”), seSp(m,) und (nach der Definition 
von M’) M’’ elementefremd, sowohl zu $ wie zu den Elementen von N ist. Die 
Elemente von M’ sind also paarweise untereinander sowie zu N elementefremd. 


Definiert man schließlich eine Ordnung M’ von M’ durch die Festsetzung, 
daß bei m’ RS m, entsprechend y(m’) Mx(m,‘) gelten soll, so erhält man, da 
nach dem letzten Ergebnis jedenfalls y(m’’) $+y(my), nach Nr. 36 eine zuW’’ und 
daher auch zu M ähnliche geordnete Menge MW’, die sämtlichen Bedingungen des 


Satzes genügt. 


39. Ist M eine geordnete Menge, deren Elemente Ordnungen von paarweise 
elementefremden Mengen sind, so gibt es eine einzige geordnete Menge A von 
folgenden Eigenschaften: 


1. WA enthält alle Elemente der Menge SS M = A und nur sie (d.h. A entsteht 
durch Vereinigung der Mengen, deren Ordnungen in M vorkommen); 


2. sind a und a’ zwei beliebige Elemente von A und gilt entweder in der 


geordneten Menge M: SM a.8, - SMasg, oder — falls diese beiden Mengen zu- 


sammenfallen — vermöge der Ordnung &M..e, = u:at a, so ist a%L a’ (d.h. 


die letzte Beziehung gilt, wenn entweder a zu einer Menge gehört, deren Ordnung 
inM vor der Ordnung der a’ enthaltenden Menge steht, oder wenn in der a und a’ 
enthaltenden Menge m vermöge der in M vorkommenden Ordnung «u von m: a< a 
gilt). 

Der Beweis läßt sich, wenn man nicht auf die Nrn. 28/29 des vorigen Para- 
graphen zurückgreifen will, ohne grundsätzliche Schwierigkeit analog dem ersten 
Teil des Beweises in Nr. 36 durchführen. Man erhält nämlich die Elemente der ge- 
wünschten Ordnung A von A, indem man die Elemente jeder (als Element von Mt) 
gegebenen Ordnung 4 jeweils mit der Summe der Vereinigungsmengen sämtlicher 
in M auf u folgenden Elemente vereinigt. 


Man kann daher wie üblich festsetzen: 


Definition 5. Die nach obigem Satz durch eine geordnete Menge M von 
Ordnungen eindeutig bestimmte geordnete Menge X heißt die geordnete Summe 
der durch die Elemente von M definierten geordneten Mengen. Man schreibt 
A= SM, was also nur einen Sinn hat, wenn M geordnet ist und als Elemente nur 
Ordnungen (von paarweise elementefremden Mengen) besitzt; damit ist eine Ver- 
wechslung mit der Bezeichnung der ungeordneten Summe ausgeschlossen. Enthält 
M nur zwei Ordnungen wu und w’ (zugehörige geordnete Mengen m und m’) und 
ist u u’, so bezeichnet man wie gewöhnlich SM auch durch m + m’, usw. 


Der Beweis des assoziativen Gesetzes für diese „Addition“ ist in üblicher 
Weise zu führen (vgl. Hausdorff, Mengenlehre, S. 76). 
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40. (Hauptsatz der Addition geordnete Mengen.) M und NR seien ähnliche 
geordnete Mengen, deren Elemente Ordnungen von jeweils untereinander paarweise 
elementefremden Mengen darstellen (d. h. die Vereinigungsmengen der einzelnen 
Elemente von M seien paarweise elementefremd, ebenso für N). Sind dann W und W% 
aufeinander derart ähnlich abbildbar, daß je zwei entsprechende Elemente zwei 
einander ähnliche geordnete Mengen definieren, so sind die geordneten Summen 
SM und SN einander ähnlich. 


Zum Beweis (vgl. den Beweis der Nr. 22 von I) werde zunächst angenommen, 
daß &SM = A und &&N = B elementefremd seien. Ist ® eine der Voraussetzung 
entsprechende ähnliche Abbildung zwischen den (auf Grund der gemachten An- 
nahmen elementefremden) Mengen M und %, so gibt es nach Nr. 35 eine Funktion 
(x), die jedem Element u von M das vermöge © entsprechende (u) = ve 
zuordnet, und nach Nr. 31 eine Funktion (x), die jedem weM die Menge r(.) 
aller ähnlichen Abbildungen zwischen den zu « und (u) = » gehörigen ähn- 
lichen geordneten Mengen m und n entsprechen läßt. Da nach Nr. 31 für jedes 
u stets (u) E MSu -&v)EU(A -B) ist, so existiert nach Nr. 7 eine Menge 
H£NWUMN(A -B), die alle jene (von O verschiedenen) Mengen (u) von ähnlichen 
Abbildungen und nur sie zu Elementen besitzt. Sind « und u’ zwei beliebige Ele- 
mente von M, » und »’ die (vermöge ®) entsprechenden Elemente von NR, so folgt 
aus [Su, Su] = [&r, &v’] = 0, daß U(&u -&v) und U(Su’ -&v’) elementefremd 
sind, somit auch (u) und (uw); H enthält also lauter paarweise elemente- 
fremde Mengen. Ein beliebiges Element 0 des nach dem Auswahlaxiom von 0 
verschiedenen Produkts ®H (Nr. 5) enthält demnach je eine ähnliche Abbildung 
zwischen je zwei Mengen m und n, m’ und n’, usw.; daher ist &0 eine Abbildung 
zwischen den (ungeordneten) Mengen A und B. Schließlich stellt &0 aber eine 
ähnliche Abbildung zwischen den geordneten Summen E$M=AU und SR =B 
dar. Denn sind a und a’ zwei beliebige Elemente von W, 5b und 5’ die vermöge 
&0# entsprechenden Elemente von 8, so seien „ und u’ bzw. @(u) =» und 
o(u') = v’ die Elemente von M bzw. N, für die aeSu, ae u’, be&v, b’EeSv’ gilt. 
Ist dann etwa a X a’, so gilt nach Def. 5 entweder „u? u’ oder „= u’ unda£«'. 


Im ersten Fall ist wegen der Natur von g(x) auch » 5 v’; im zweiten Fall werden 
die Zuordnungen zwischen a und b sowie zwischen a’ und 5b’ durch die nämliche, 
der Menge r(„) angehörige ähnliche Abbildung zwischen m und n vermittelt, 
so daß aus aa’ auch 5 ib’ folgt. In beiden Fällen gilt also nach Def. 5 bb‘, 


w. z.b. w. 

Sind endlich A und B nicht elementefremd, so bilde man gemäß Nr. 33 
eine Hilfsmenge €, die zu Yähnlich und zu A + B elementefremd ist. Man braucht 
dann nur den Gedankengang des letzten Absatzes von Z., Nr. 30, im Sinn des 
soeben durchgeführten Beweises zu übertragen, um die Beziehung E=%3 zu 
gewinnen, aus der nach Def. Ab (Nr. 34) das gewünschte Resultat W=% folgt. 


44. Sind M und N elementefremde geordnete Mengen, so läßt sich das 
Produkt M-N = P derart ordnen, daß für irgend zwei Elemente p = {m,n} 














Fraenkel, Axiomatische Theorie der geordneten Mengen. 153 


und p’ = {m’,n’} der entstehenden geordneten Menge ® p 2 p’ gilt, wenn ent- 


weder m m’ oder — falls m=m’ — nn’ ist. 


Zum Beweis hat man nur nach Nr. 37 eine zu M ähnliche geordnete Menge 
M zu bilden, deren Elemente Ordnungen darstellen und lauter zu N ähnliche 
paarweise elementefremde geordnete Mengen der Form {m}-NR (Nr. 33), wo 


meM, definieren. Die geordnete Summe SM (Nr. 39) stellt dann, wie nach der 
Schlußbemerkung von Nr. 37 leicht ersichtlich, die gewünschte Menge ® dar. 


Man kann daher wie üblich festsetzen: 


Definition 6. Die je zwei elementefremden geordneten Mengen M und N 
im obigen (unsymmetrischen) Sinn zugehörige geordnete Menge ® heißt das ge- 
ordnete Produkt N -M. 


Die Ausdehnung auf mehr als zwei Faktoren wird sich in der Theorie der 
Wohlordnung aus einem allgemeineren Verfahren ergeben. 

42. It M-M, NN und [M,N]= [M,R]= 0, so ist auch N-M 
WM. 

Stellt man nämlich in dem soeben angeführten Sinn N-M als SM, N’ -M 


als SM’ dar, so folgt die Ähnlichkeit der beiden geordneten Mengen aus dem Satze 
von Nr. 40. 


$ 4. Über die abgezählten (und die geordneten endlichen) Mengen. 


Dieser Paragraph soll lediglich eine erste Grundlage für die spezielle 
Theorie der wohlgeordneten Mengen liefern, wo dann erst die weitere Ausführung 
zu erfolgen hat. Die Theorie der (geordneten) endlichen Mengen bedarf bekannt- 
lich ?) zu ihrem Aufbau des ‚„Axioms des Unendlichen‘“ (s. u.) und in weiten Gren- 
zen auch des Auswahlaxioms nicht — ganz abgesehen von der Frage der Mög- 
lichkeit oder Zweckmäßigkeit ıhrer Begründung durch die allgemeine Mengen- 
lehre überhaupt. Die endlichen Mengen werden daher im folgenden (im Anschluß 
an das Axiom des Unendlichen) nur so weit behandelt, als es zur Übersichtlich- 
keit des Gedankengangs nützlich erscheint. 


43. Axiom VIIA (Nr. 2) reicht zusammen mit den Axiomen I—VI zwar 
für die allgemeine Mengenlehre hin, nicht aber um die Existenz spezieller, z. B. 
überhaupt unendlicher Mengen zu sichern (vgl. I, Nr. 27). Wie in Z. und in I soll 
daher an Stelle von VII 1 das folgende Axiom VII 2 zugrunde gelegt werden. 
Auch dieses reicht zwar noch nicht hin, um die unendlichen Mengen in dem er- 
forderlichen Ausmaß zu sichern (vgl. I, Nr. 28), wohl aber in dem an dieser Stelle 
(und vielleicht in allen bis heute wesentlichen Teilen der Mengenlehre) benötigten 
Umfang; die Verstärkung des Axioms kann daher einer anderen Gelegenheit 
überlassen bleiben. 





1) Für Literaturangaben vergleiche man den auch wegen seiner vielseitigen Behandlung des 
Gegenstandes bemerkenswerten Aufsatz Herrn Tarskis „Sur les ensembles finis“ in den Fundamenta 
Mathematicae, 6 (1924), 45—95. 


Journal für Mathematik, Bd. 155. Heft 3. 21 
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Axiom VII 2. Es gibt eine Menge, und zwar mindestens eine Menge Z 
von der Eigenschaft, daß erstens die Nullmenge und zweitens zugleich mit jedem 


in Z vorkommenden Element a auch {a} Element von Z ist. (Axiom des Un- 
endlichen.) 


Nach I, Nr. 29, gibt es eine einzige „kleinste‘‘ Menge Z dieser Art, die Teil- 
menge jeder derartigen Menge Z ist. Z={0,{01,{f0}},...} ist bis auf die 
Bezeichnung die Menge der natürlichen Zahlen !). 

Bezeichnet man (vgl. I, $ A) mit Dedekind eine einer echten Teilmenge von 
sich äquivalente Menge als unendlich, jede andere Menge als endlich, so er- 
weist sich jede Menge Z der obigen Art wie auch jede zu einer unendlichen Menge 
äquivalente Menge als unendlich (I, Nrn. 27 und 30). Insbesondere wird jede 
zu Z äquivalente Menge abzählbar unendlich genannt. Jede unendliche 
Menge besitzt eine abzählbar unendliche Teilmenge (I, Nr. 31) und jede unend- 
liche Teilmenge einer abzählbar unendlichen Menge ist somit abzählbar. 


Jedes von O verschiedene Element 2’ von Z bestimmt eindeutig ein Element zvon Z, 
für das 2’ = {z}. Jedes Element von Z, ausgenommen (0, enthält also ein einziges 
Element. z=%&z’ wird der Vorgänger von z', 2’ = {z} der Nachfolger von z ge- 
nannt (womit natürlich keine Ordnungsvorstellung zu verbinden ist, da Z eine 
ungeordnete Menge darstellt; vgl. Nr. 47, Fußnote). 


Zum Beweis bedenke man nur, daß anderenfalls nach der Definition von 
Z schon die echte Teilmenge Z — {z’} von Z die in Axiom VII 2 ausgedrückten 
Eigenschaften besäße. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Axiom der Bestimmtheit. 


Der Anschaulichkeit wegen wird für Elemente z von Z {z} auch durch : 
und (bei z=£0) &z durch z7 bezeichnet, so daß z.B. (z1t)- =. 


44. Zu jedem Element m von Z gibt es eine einzige Menge r, von folgenden 
Eigenschaften: 

1) mter„; 

2) ist zer, so ist auch x+ er; 

3) ist rm eine Menge von den Eigenschaften 1) und 2), so ist rm € Fu. 

rm ist eine abzählbar unendliche Teilmenge von Z, ferner eine Funktien @(m) 
von m und enthält weder O0 noch m als Element. 


Beweis. A, sei die Menge all der Teilmengen von Z, die die Eigenschaften 
1) und 2) besitzen; ist also M = (WZ)„+., die Menge der m*+ enthaltenden Teil- 
mengen von Z, so existiert A, gemäß Nr. 6 als die Teilmenge derjenigen Elemente 
z von M, die für jedes yez der Bedingung y*ez genügen. Dann hat auch der Durch- 
schnitt DR. = rm = p(m) die Eigenschaften 1) und 2); denn ist zer. und 7, 
ein beliebiges Element von A,„, so ist nach der Definition von r,„ stets zer, also 
nach Eigenschaft 2) xter,, somit x+ter„. 


Ist r„ eine beliebige (nicht gerade zu NZ gehörige) Menge von den Eigen- 
schaften 1) und 2), so besitzt bei der soeben getroffenen Konstruktion von 7,, 





1) In I steht (nach Zermelos Vorbild) Z statt hier Z, Z, statt hier Z. 





m 
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auch der Durchschnitt d = {r,„,7„} beide Eigenschaften. Nach jener Konstruk- 
tion ist daher (wegen „€Z) d=jr,„ d.h. r. ist eine Teilmenge von 7„; 
besitzt also auch die Eigenschaft 3). Die eindeutige Bestimmtheit von r, folgt 
aus 3). 

"m ist der echten Teilmenge r„ — {mt} äquivalent, also eine unendliche 
Menge, wie man durch Übertragung der Schlüsse von I, Nr. 30 (r,, statt Z) er- 
kennt. r,„ ist daher nach der vorigen Nr. (als Teilmenge von Z) abzählbar. 

Jedes Element y von r„, ausgenommen m*, hat die Form y={r} =x', 
wo Xer„m; sonst besäße nämlich r„ — {y} die Eigenschaften 1) und 2). Daher 
ist O kein Element von r,„. Ferner ist „= r„+ + {mt}; denn die rechtsstehende 
Summe besitzt, da {m*}er,+, die Eigenschaften 1) und 2) und enthält somit r,, 
als Teilmenge; andererseits besitzt r, die Eigenschaft 2) und enthält (wegen 1) 
und 2)) {mt} als Element, so daß r,+ Teilmenge von r,, sein muß, eine Beziehung, 
die sich bei Hinzufügung des (ohnehin zu r, gehörigen) Elements m* zu den 
Elementen von r,„+ nicht ändert. 


Nicht ganz so einfach ist der Beweis der letzten Behauptung m::r,, die nach 
dem vorigen Absatz darauf hinausläuft, daß niemals r,„ = r„+ ist, m.a. W. daß 
r„ das Element m* nur auf Grund von 1), nicht aber als Nachfolger eines seiner 
Elemente gemäß 2) enthalten kann (man denke an eine zyklische Wiederkehr 
der Elemente). Der Beweis, daß mxr,„, kann entweder durch eine Abbildung 
zwischen Z und r,„, die 0 und m* einander zuordnet, oder direkt so erbracht 
werden: Jedenfalls gilt nicht für alle Elemente m von Z die Beziehung mer,„; 
z.B. enthält r, jedenfalls nicht das Element 0, da r, nach dem Beginn des vorigen 
Absatzes und 1) lauter Elemente der Form {x} hat, wo zeZ. Es sei Z’ = Zyapıy) € Z 
die Menge derjenigen Elemente y = m von Z, für die m in (m) = r,, nicht auf- 
tritt; es ist z.B. 0eZ’. Ist dann Z— Z’=&0, so gibt es mindestens ein Element 
z von Z’, dessen Nachfolger z* nicht in Z’, sondern in Z— Z’ vorkommt, so daß 
z*’er,;+ und nach dem vorigen Absatz r, = r;- ist; anderenfalls wäre ja Z’ eine 
dem Axiom VII 2 genügende echte Teilmenge von Z, im Widerspruch mit Nr. 43. 
Ein solches Element z von Z’ kann es aber nicht geben, da sonst schon eine echte 
Teilmenge von r;+, nämlich r.+ — {z*!}=r,— {z*} die Eigenschaften 1) und 2) 
(für m = z*) besäße, im Widerspruch mit 3). Daher ist in der Tat Z’=Z, 
w. z.b. w. 

45. Zu jedem von O verschiedenen Element m von Z gibt es eine einzige Menge 
4, von folgenden Eigenschaften }): 

1’) O und m” sind Elemente von a,,; 

2’) ist x ein von m” verschiedenes Element von a„, so ist auch x* Element 

von Ay; 

3) ist a„ eine Menge von den Eigenschaften 1’) und 2’), so ist au = Am. 

A, ist eine endliche Teilmenge von Z, ferner eine Funktion von m und enthält 
m nicht als Element. 





") Natürlich könnten die Mengen «a,, auch unabhängig von Z (d. h. unabhängig vom Axiom 


des Unendlichen) definiert werden. 
21* 
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Für m = 0 wird a, = O gesetzt. 


Der Beweis der Existenz und eindeutigen Bestimmtheit der Menge 
Am =x(m) € Z verläuft weitgehend entsprechend wie in der vorigen Nr. Für 
m=0*+ ist m” =(, also ag: ={0}, während sonst a, nach 1’) mindestens 
zwei verschiedene Elemente enthält. Ist a, irgendeine Menge von den Eigen- 
schaften 1’) und 2’) und ist mea,, so besitzt auch a„— {m} beide Eigenschaften, 
da aus x+ = m stets x = m folgt; daher ist mi&a,. 

Jedes von 0 verschiedene Element y von a,„ hat die Form y = xt, wo xea,,. 
Das leuchtet für y + m” wie in der vorigen Nr. unmittelbar ein. Es gilt aber auch 
für y= m’, d.h. es ist auch (m”)-ea„. Es muß nämlich der (nach dem vorigen 
Absatz von a, verschiedene) Durchschnitt d = [a„-, a„] mindestens ein Element 
x enthalten, dessen Nachfolger x+* nicht in d vorkommt; denn sonst wäre nach 
Nr. 43 Z-€d. Für jedes von (m”)-ea„- verschiedene Element von d gehört 
aber nach 2’) auch der Nachfolger zu d; daher ist x = (m”)-ed-£ a„. — Hieraus 
folgt entsprechend wie im vorletzten Absatz der vorigen Nr. a„# an- + {m}, 
An- € Am —{m7}, also a„ = aun- +{m7}. Dies gilt auch noch für m = 0". 

Um schließlich die Endlichkeit der Menge a, zu beweisen, bedenken wir, 
daß sie jedenfalls für gewisse m zutrifit, z. B. für m = 0+, wo ay+ = {0} endlich 
ist (vgl. Nr. 9). Es sei Z die Menge der Elemente z von Z, für die y(z) = a, end- 
lich ist; da eine Menge y dann und nur dann endlich ist, wenn für jedes Element 
x von Uy — {y} (d.h. für jede echte Teilmenge von %) die Menge aller Abbildungen 
zwischen x und y (Nr. 9) gleich der Nullmenge ist, so existiert Z nach Nr. 6. Wäre 
Z—Z=0, so müßte es nach Nr. 43 mindestens ein Element z, von Z geben, 
dessen Nachfolger in Z— Z vorkäme, so daß a, endlich, a,+ = a, +{z,} un- 
endlich wäre; im Gegensatz hierzu wäre dann aber nach Nr. 10, 2. Absatz a,+= a,, 
und daher nach Nr. 43 auch a,, unendlich. Somit muß Z = Z, also jedes a,, end- 
lich sein. 

46. Für jedes Element m von Z sind die in den beiden vorangehenden Nrn. 
definierten Mengen r„ und a,„ elementefremd und es ist stets: 


Am +{m} Hm =Z. 

In der Tat enthält die links stehende Menge u. a. die Elemente m = (m7)* 
und m*, also zu jedem in ihr vorkommenden Element dessen Nachfolger. Da 
auch O in ihr vorkommt, so besitzt sie nach Nr. 46 die Teilmenge Z; da alle drei 
Summanden Teilmengen von Z sind, so ist die Summe gleich Z. Zum Beweis der 
ersten Behauptung des Satzes setzen wir den Durchschnitt [r„, an + {m}] = d; 
die Komplementärmenge Z —d, in der z.B. 0 und m vorkommen, ist dann ent- 
weder = Z oder sie enthält (Nr. 43) mindestens ein Element z von Z, dessen Nach- 
folger z* zu d gehört. Nach dem jeweils vorletzten Absatz der Nrn. 44 und 45 
kommt aber der Vorgänger eines Elements, das gleichzeitig in r„ und a„ + {m} 
auftritt und das daher von 0 und m* verschieden ist, sowohl in r„ wie in a, VOT, 
also auch in d; daher ist die zweite Alternative ausgeschlossen, also d = 0. 


41. Es existiert eine Menge Z’, die alle in Nr. 44 definierten Mengen r, und 
nur sie als Elemente enthäl. Z=Z’ +{0,Z} stellt eine Ordnung von Z dar, bei 








au ur An „ns ee A [eb] 
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der stets m z m* gilt, die „natürliche Ordnung der Zahlenreihe‘‘. Nach ıhr ıst r,, 


die zu m gehörige Endstrecke (Nr. 20), a„ die zu m gehörige Anfangsstrecke der durch 
Z definierten geordneten Menge 3. Jede von O verschiedene Teilmenge von 3% besitzt 
ein erstes Element. 

Die Existenz der Teilmenge Z’ von NZ folgert man nach Nr. 7, indem man in 
o(m) = rm die Variable m alle Elemente von Z durchlaufen läßt. Z=Z’ +{0, 2} 
erfüllt die Grundbedingungen I und II (Nr. 11). 

Zunächst ist nämlich von irgend zwei Elementen r, und r„ von Z eines eine 
Teilmenge des anderen. Denn nach der vorigen Nr. ist entweder ner, oder 
ne(adm + {m}); im ersten Fall besitzt r„, nach Nr. 44 die Eigenschaften 1) und 2) von 
7„, d. h. nach 3) ist „€ r„; im zweiten Fall ist, wenn nicht m=n und r„. =rn, 
genauer n&q,, so daß nach Nr. 45 die Menge a,+ und um so mehr ihre echte Teil- 
menge a, Teilmengen von a, sind, woraus nach der vorigen Nr. folgt: r„#r,. 

Zum Nachweis, daß Z auch der Grundbed. II genügt, bezeichne r eine sonst 
beliebige Teilmenge von Z, die zusammen mit sämtlichen Elementen von Z die 
Grundbed. I erfüllt; zu zeigen ist: reZ. Von den beiden Fällen 0er und Or führt 
der erste auf r = Z, also sicher reZ; denn bei 0er sind die — nach Nr. 44 das Ele- 
ment O0 nicht enthaltenden — Elemente r,„ von Z sämtlich (nach Voraussetzung) 
Teilmengen von r, so daß r dem Axiom VII 2 genügt. Im Fall O#r dagegen enthält 
die Komplementärmenge Z —r das Element 0; enthält sie auch zu jedem ihrer 
Elemente y den Nachfolger y*, so ist sie nach Nr. 43 gleich Z, also r = 0eZ. Anderen- 
falls sei m ein Element von Z — r, dessen Nachfolger m*+ nicht zu Z— r, also zu r 
gehört (d. h. m ein beliebiges Element der — übrigens nur ein einziges Element 
enthaltenden — Menge (Z— r);yysz—n). Da r somit zwar m*, nicht aber m ent- 
hält, ist r voraussetzungsgemäß eine echte Teilmenge der (beide Elemente ent- 
haltenden) Menge r„- (Nr. 44), und ebenso die (auch m* nicht enthaltende) Menge 
’„: eine echte Teilmenge von r. Nach Nr. 44 ist also 


rErm-—{m} =rm, Fm=rm+ +{mt}=&r, 
d.h. r=r„eZ. In jedem Fall ist demnach reZ, d. h. Z ist in der Tat eine 
Ordnung von Z. 

Da das Element r,„ von Z nach Nr. 44 zwar m*, nicht aber m als Element 
enthält, ist nach Def. 3 (Nr. 17) m - m*, und im besonderen die Nullmenge, die in 
keinem Element von Z außer in Z vorkommt, das erste Element der geordneten 
Menge 32. 

Nach Nr. 23 ist r„ jedenfalls ein Endstück von 3 und enthält daher außer m* 
auch jedes auf m*+ folgende Element von 3. Ferner umfassen nach der Definition 
von r„ (Nr. 44) alle und nur die Elemente von 8, die m* enthalten, r, als Teilmenge; 
hieraus folgt leicht, daß m*+ das erste Element der durch Z bestimmten (Nr. 26) 
zu r„ gehörigen geordneten Menge ist, und da für r„- = r„ + {m} das Entsprechende 
gilt, so ist m+* das auf m unmittelbar nachfolgende!) Element von 3 (Nr. 18). 
Daher ist r,„ genauer die durch m bestimmte Endstrecke von 3, somit nach den 
Nrn. 25 und 46 a, die durch m bestimmte Anfangsstrecke. 





!) Damit erklären sich die Bezeichnungen „Nachfolger“ und „Vorgänger“. 
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Um schließlich in einer beliebigen von 0 verschiedenen (durch Z geordneten) 
Teilmenge 3, von $& ein erstes Element nachzuweisen, bilde man gemäß Nr. 25 
das zu 3, gehörige Anfangsstück 3, von 3. Ist 3, = 0, so ist nach dem vorletzten 
Absatz 0e3,; dann ist 0 das erste Element von 3,. Anderenfalls kann die jedenfalls 
0 enthaltende Menge 3%, nicht zu jedem ihrer Elemente y auch noch den Nachfolger 


y* enthalten; denn sonst wäre nach Nr. 43 3, = 8, also 3, = 0. Es sei also z, 


ein Element von #,, dessen Nachfolger in 3, nicht vorkomme; 25 muß daher, da 
es nach dem vorigen Absatz in 3 unmittelbar auf z, folgt, in 8, enthalten sein und 
ist somit das erste Element von 3.- 

Zum Schluß sei bemerkt, daß man gemäß den Nrn. 19 und 46 die zu Z inverse 
Ordnung von 3 dadurch enthält, daß man sämtliche Mengen a, (Nr. 45) sowie Z 
selbst zu einer (ordnenden) Menge zusammenfaßt. 

48. Satz von der vollständigen Induktion: Es sei m ein beliebiges Element 
von Z, p(z) und y(x) zwei Funktionen; gilt dann erstens g(m)ey(m) und folgt 
zweitens aus der Gültigkeit der Beziehung „(n)ey(n), wo neZ, stets auch die 


Gültigkeit der Beziehung o(n+)ey(n*), so gilt p(z)ey(x) für jedes Element x der 


Menge {m} + r„, also (nach der vorigen Nr.) für m und alle auf m folgenden Ele- 
mente von 3. — Der Satz bleibt auch noch gültig, wenn stets e durch & ersetzt wird. 

In der Tat enthält die Menge Z,@ew(s) der Elemente von 3, für die obige 
Beziehung zutrifit, nach Voraussetzung m und mit jedem n auch n*; nach Nr. 44 
umfaßt sie daher die Menge {m} + r, als Teilmenge. 


Bezeichnungen. 
Die Ziffern verweisen auf die betreffenden Nr. 


Abbildung 9 Grundbeziehungen 1 Teilmenge (echte) 1 
—, ähnliche 30 Grundbedingungen (lu. II) 11 —, geordnete 26 
—, —, simultane 34 Grunddefinition 11 ul 


Addition (von Mengen) 1 inverse Ordnung 19 Vereinigungsmenge 1 
— (von geordneten Mengen) 39 Komplementärmenge 3 verschieden 1 
ähnlich 30, 34 M, M, M 18 vor(angehen) 17 


äquivalent 9 Menge 1 Z. Einleitung 


Anfangsstrecke 23 
Anfangsstück 23, 25 


Aussonderungsmenge 1 


Auswahlmenge 1 


—, endliche, (abzählbar) un- 
endliche 43 

—, geordnete 18 

—, monotone 11 


zugeordnet 9, 30, 34 


I Einleitung 


Axiome 1,2, 8,43 nach(folgen) 17 =, #1 
Bild 9, 30 Nachfolger, unmittelbarer 18 41 
4 Nullmenge 3 fe 1 
Durchschnitt 4 Ordnung 11 + 
Element 1 B5 + 1, 39 
elementefremd 1 Paar 1 — 3 
Endstrecke 20 Potenzmenge 1 5, 41 
Endstück 23, 25 Produkt 5 03 
enthalten 1 —, geordnetes 41 []4 
erstes Element 18 & 1, 39 — 9 
Funktion 1 Summe 1 a FR 
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I. Einleitung. 


In zwei Noten haben wir früher !) die Frage erörtert, ob im Gebiet der 
positiven ganzen Zahlen einschließlich Null sich Zahlenverknüpfungen finden 
lassen, die gesetzmäßig analog der Addition und der Multiplikation gebaut sind, 
ohne mit diesen selbst identisch sein zu müssen. Im nachstehenden wollen wir 
diese Untersuchungen auf das Gebiet der rationalen Zahlen ausdehnen. Da sich 
unterdes wesentliche Vereinfachungen der Beweise ergeben haben, sich auch 
manche Verschärfung in der Darstellung der begrifilichen und arıthmetischen 
Grundlagen als wünschenswert herausstellten, sollen die betreffenden Überlegungen 
nicht nur ergänzend, sondern vollkommen ab ovo vorgetragen werden. 


$ 1. Voraussetzungen und Fragestellung. 
Den nachstehenden Untersuchungen legen wir das Gebiet der rationalen Zahlen 


ABC, .:., S 0 zugrunde. Zahl bedeutet demnach im folgenden immer Rationalzahl. 





1) Crelles Journal 154, II S. 114ff. und 155, II S. 93#. 
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Unter einer Zahlverknüpfung 
S,(A,B) =C i=1,23,...) 
verstehen wir die Zusammenfassung zweier Zahlen zu einer dritten, in ihrem Wert- 
wechsel von den verknüpften Zahlen abhängigen Zahl!). — Beispielsweise: 


A+B=(; A-A—K -(B + 2) =(, wo K eine feste Konstante bedeutet. 


Eine Zahlverknüpfung nennen wir dann widerspruchslos, wenn gezeigt 
werden kann, daß in einer Untersuchung allein aus ihrer Verwendung nie die 


Gültigkeit von 
A=B neben A+B 


abgeleitet werden kann. 


Eine Zahlverknüpfung nennen wir dann irivial, wenn als Werte für ihre 
Ergebnisse nur endlich viele Zahlen in Frage kommen, wie auch die verknüpften 
Zahlen gewählt werden mögen. 

Wir stellen an jede weiterhin zu verwertende Zahlverknüpfung die For- 
derung, daß sie widerspruchslos und nicht-trivial sei. — Zahlverknüpfungen, für 
die diese Forderung nicht erfüllt ist, die also entweder widerspruchsvoll oder 
trivial sind, scheiden aus der ferneren Besprechung aus. 

Wir setzen voraus, daß die vier Grundrechnungsarten (im Gebiet der 
Rationalzahlen) diesen Forderungen genügen ?). 

Wir fragen nun, für welche Werte von A sich widerspruchslose und nicht- 
triviale Zahlverknüpfungen S,(A,B)=C (4=1,2,...) finden lassen, die 
nachstehenden Grundgleichungen genügen. 

(1) (Existenz.) Zu zwei Zahlen A und B soll es stets eine dritte Zahl geben, 
so daß 

5;(A,B)=C 
ist. 
(2) (Eindeutigkeit.) Aus 
5,(A,B)=C und S}ı(A,B)=C' 
soll stets folgen: 
C=('., 

(3) (Faktorgleichheit.) Bezeichnet K, eine Zahl derart, daß für jedes X 

Sul, K,) =X (u u 1, 2, 3...) 

ist, so soll stets aus 
Sı(A, B) = Sı(A, B') 
B=B 
folgen, sobald für jedes u < A, für das ein Ä, existiert, 





1) Wir nennen im folgenden gelegentlich A den Verknüpfungsindex. Er gibt die Ordnung 
der Verknüpfung an. 

2) Zur späteren Anwendung führen wir die reduzierte Darstellung einer Rationalzahl A fol- 
gendermaßen ein: 


A= ni a, a’ ganzzahlig; a>0; a0. 





ist 


au 


dr 
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A+K, 
ist. 
Bemerkung: Existiert kein X, für u < A, so folgt hiernach ohne weiteres 
aus 
S,(A,B) = Sı(A, B’) 
B=B'1), 
(4) (Assoziatiativät.) Es ist 
Sı(A, Sı(B, C)) Rn S(S1(A, B), C). 
(5) (Kommutativität.) Es ist 
$,(A,B) = Sı(B, A) ?). 
(6) (Distributivität.) Zu zwei Verknüpfungsindizes A und u < A soll es stets 
drei von diesen in ihrem Wert abhängige?) , y, x geben, so daß die Gleichung gilt: 


S,(A, Su(B, C)) . Spa, 1) (Sya,w (A, B), Sy, n) (A, C)). 


Il. Verknüpfungen erster Ordnung. 
$ 2. Leitfaden zur Bildung von Verknüpfungen erster Ordnung. 


Wenn wir an Hand, der Grundgleichungen (1) bis (6) eine Kette von Zahl- 
verknüpfungen im Gebiete der Rationalzahlen herstellen wollen, so bemerken 
wir zunächst, daß für den Wert A =1, also für die Verknüpfung erster Ordnung 
nur die Grundgleichungen (I) bis (5) in Frage kommen. Denn das in (6) an- 
genommene u < 4 existiert ja für A = 1 nicht als Verknüpfungsindex. 

Bei der Konstruktion einer Verknüpfung erster Ordnung sind wir demnach 
an sich durch nichts anderes gebunden, als durch das Gebot der Widerspruchs- 
freiheit und Nicht-Trivialität bei Anwendung von (1) bis (5). Als Leitfaden 
für die Bildung einer solchen Verknüpfung bedienen wir uns nun folgender Über- 
legung: 

Es sei A eine bestimmte rationale Zahl, X eine Veränderliche, deren Bereich 
das Gebiet der rationalen Zahlen ist. Dann betrachten wir 

5,(A,X)=|}. 
Y muß nun so bestimmt werden, daß die Anwendung von (l) bis (5) nicht zu 
Widersprüchen oder Trivialitäten führt. 

Damit (1) gelte, muß zu jedem X mindestens ein Y, damit (2) gelte, 
zu jedem X nur ein Y bestimmt werden. Um (3) zu erfüllen, darf nicht das- 
selbe Y als Verknüpfungsresultat von A mit verschiedenen X erscheinen. 
(5) sodann kommt bei festem A nur für den Fall X=A in Frage und wird 
stets durch die Identität erfüllt: 

S1(A, A) eY S1(A, A). 





!) Das gilt insbesondere für A =1, da $, also ein X, nicht existiert. 

2) Nun läßt sich auch zeigen, daß, wenn für eine Verknüpfung $, ein K„ existiert, nur ein 
solches existiert. Angenommen nämlich, es gäbe noch eine Zahl K,, so daß auch bei K), für jedes C 
Su(C, K4) = € wäre, so folgte 

Ku = Su(Ku, Ku) = SulKı, Ku) = Ku. 
3) Über die Rolle der %, w,y vergl. später $ 4. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 
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Die Grundgleichung (4) endlich kann nur für einen solchen Wert X’ in 
Frage kommen, der mit einem Y” = $,(A, X’’) übereinstimmt. Setzen wir nun 
5,(A, X’) = Y’, so wird nach (4) 

Y’ = S.(4, 5,(A, X”) = S1($1(A, A), X”). 


Für alle Verknüpfungen mithin, für die $S,(A,A) =A'’+A gesetzt wird, liefert 
die Bestimmung der Verknüpfung mit A gleichzeitig Bestimmungen über Ver- 
knüpfungen mit einer von A verschiedenen Zahl A’. Ob diese Bestimmungen der 
Verknüpfungen mit A’ sich auf den gesamten Bereich der rationalen Zahlen 
erstrecken, ob also durch S,(A, X) auch 5,(A’, X) in seinem ganzen Umfang be- 
stimmt wird, hängt davon ab, ob die Y den gesamten Wertevorrat der rationalen 


Zahlen erschöpfen oder nicht. Ist das erste für A der Fall, so gilt nach der 


obigen Relation das gleiche auch für die Resultate der Verknüpfungen mit A’. 
Es ergeben sich von hier aus weitere Möglichkeiten, die wir nicht weiter ver- 
folgen wollen. 


S 3. Die Addition. 
Aus dem Bisherigen geht hervor, daß sich die Verknüpfungen erster Ord- 
nung in zwei Klassen einteilen lassen: i 
(I.) für mindestens ein A ist S,(4,A) = A. 
(1I.) es ist stets S,(A,A) FA. 
Für die Verknüpfungen der Klasse (I) gelten nun folgende Erwägungen: 
Ist $,(A, A) = A, so kann nicht zugleich für ein A+A die analoge Glei- 
chung S,(B,B) =B gelten. Denn daraus ergäbe sich: 
S1(A, B) S1(57(A, A), B) en (A, 5,(4, B)), 
und andererseits 
S5,(A,B) = S1(A, S(B, B)) = S1(5,(A, B),B), 
folglich 
5,(5,(A, B),A) = S,(85}(A,B),B), d.i. A=DB, gegen Az+B. 
Ferner ist hierbei für jedes B: 
5,(4,B) = 5,(51(A, A), B) 
= S,(A, 5,(A, B)), also B = S,(A, B). 


Daher können wir sagen: Wenn es in einer Verknüpfung erster Ordnung eine 
Zahl A gibt, für die S,(A,A) = A gesetzt wird, so ist diese Zahl die einzige dieser 


Art und sie ist zugleich die Verknüpfungskonstante K, der betreffenden Verknüpfung. 
Umgekehrt ist nach (8): S,(K,, X) = Kı. 
Sonach stimmt die am Eingang dieses Paragraphen gegebene Einteilung der 
Verknüpfungen erster Ordnung mit der folgenden überein: 


(1.) es existiert eine Zahl Ä,;; 
(11I.) es existiert keine Zahl X.. 


Unter Hintanstellen der anderen Möglichkeiten nehmen wir für unsere fol- 
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genden Untersuchungen als Verknüpfung erster Ordnung die gewöhnliche Addition 
5,(A,B)=A+B 

an. Damit ist zugleich die Widerspruchsfreiheit und Nicht-Trivialität der ver- 

wendeten Verknüpfung erster Ordnung angenommen. Es existiert dann also Ä, = 0. 


III. Übergang zu Verknüpfungen höherer Ordnung. 
$4. Die Bedeutung der Grundgleichung (6). 


Wir versuchen jetzt zu der Verknüpfung erster Ordnung eine zweiter Ord- 
nung hinzuzufügen. Würden wir diese Verknüpfung zu konstruieren versuchen, 
ohne darauf Rücksicht zu nehmen, ob sich die verknüpften Zahlen als Ergebnisse 
der Verknüpfung erster Ordnung darstellen lassen, so würden wir lediglich bei 
gutem Glück nicht mit Grundgleichung (6) in Widerspruch geraten. Nehmen 
wir nämlich an, wir hätten — etwa analog dem eben über $, Gesagten — eine Ver- 
knüpfung zweiter Ordnung für ein festes A und die Variable X konstruiert, die 
(1) bis (5) genügte, so müssen wir nunmehr zusehen, ob sich diese Konstruktion 
auch dann aufrechterhalten läßt, wenn X = 5,(A’, B’) gesetzt werden kann. — 
So genügt z. B. folgende Verknüpfung — jetzt als Verknüpfung zweiter Ordnung 
gedeutet — allen Anforderungen von (1) bis (5): S,(A,B) = A + B--K, wobei 
K eine Konstante ist. Ob sie aber auch mit (6) in Einklang zu bringen ist ? Diese 
Frage läßt sich nun so auffassen, daß man untersucht, ob für A=2 und va =1 
die Qua,» Ya,» Xa,n) Werte annehmen, welche eine widerspruchsfreie und 
nicht-triviale Entwicklung des eben angeführten 5, in Verbindung mit 5, ge- 
statten !). 

Und allgemein: Nehmen wir an, es seien uns für ein bestimmtes /(= 2,3,...) 
sämtliche Verknüpfungen von S, bis S;_ı gegeben. Wir wollen 5, konstruieren. 
Dann sind die Gleichungen (1) bis (5) im wesentlichen Bestimmungen, die sich 
lediglich auf 5, stützen; mit Ausnahme der Bezugnahme auf die etwaige Exi- 
stenz der Ä,„ in (3). Die Grundgleichung (6) dagegen setzt S, mit der Gesamt- 
heit aller vorhergegangenen 5, in Beziehung, dadurch, daß sie auch u. <A als 
unabhängige Variable in die funktionale Bestimmung des Resultates von S; ein- 
führt. Dadurch wird die Wichtigkeit der Grundgleichung (6) für unsere fol- 
genden Überlegungen klargestellt. 

Es fragt sich nun, ob wir den 9, y, xy in Grundgleichung (6) ganz nach 
Belieben ganzzahlige positive Werte > 0 zuschreiben können. Das ist nicht der 
Fall. Vielmehr ist das Mindestmaß an Forderungen, wieweit der Wertvorrat der 
$, y, 4 sich erstrecken darf, in den beiden folgenden Sätzen gegeben: 

(6a) Keines der 9, y, x soll > A sein; und außerdem: 

(6b) mindestens eines der 9, y, y soll <A sein. 

Diese Einschränkungen sind, wie eine kurze Überlegung zeigt ?), notwendig, 
um logische Unmöglichkeiten auszuschließen. 





ı) Daß dies nicht der Fall ist, zeigen die Entwicklungen von $$ 6ff. 
2) Würden wir (6a) fortlassen, so hätten wir in dem dann auftretenden Sx(z > 4) eine uns 


gänzlich unbekannte und in nichts bestimmte Verknüpfung. Ihr Verhalten gegenüber Verknüpfungen 
DDL, 
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Demnach kommen für diese Funktionen 9, y, x bei jeder Untersuchung 
über das Verhalten eines 5, gegenüber einer Verknüpfung niedrigerer Ordnung 
stets alle Variationen zu 3 (mit Wiederholung) der Zahlen 1, 2, 3,..., A in 
Frage; dabei ist lediglich das Tripel (A, A, A) ausgeschlossen. Diese Reihe 
von Tripeln ist nun bei gleichbleibendem 4 für jedes u < A aufzustellen. Die Ge- 
samtheit der Möglichkeiten, ein S; in seinem Verhalten gegenüber allen Ver- 
knüpfungen niedrigerer Ordnung auf Grund von (6), (6a) und (6b) zu bestimmen, 
ergibt sich sonach, indem man jedes Glied aus der Reihe der Tripel für ein be- 
stimmtes „ mit jedem Glied der Reihen aller anderen # zusammenstellt. 
(u =1,2,....4—1). Die Anzahl dieser Möglichkeiten wird mithin selbst für 
kleinere Werte von 4 verhältnismäßig groß). 


Die Untersuchung der Bestimmtheit eines 5, würde daher recht umständlich 
werden, wenn jede Kombination wieder in gleicher Weise auf Widerspruchs- 
losigkeit und Nicht-Trivialität hin untersucht werden sollte. Daher erscheint es 
zweckmäßig, folgende allgemeinen Regeln aufzustellen, die die Zahl der zu unter- 
suchenden Kombinationen dadurch vermindern, daß sie bei einigen ohne viele 
Umstände sofort die Trivialität oder den in ihnen enthaltenen Widerspruch er- 
kennen lassen. 


$ 5. BReduzierungsregeln. 


Regel I. In jeder Reihe der y, y, x für ein bestimmtes u (bei gegebenem 4) 
sind diejenigen Tripel 9, y',x' und 9", y”, x miteinander identisch ?), für die 
P=r,y=r,g =y” is. 

Beweis: Es ist 

S7(A, S.(B,C)) = Sy(Syr(A, B), Sy(A,C))= Sy(Sy (A, C), Sy'(A, B)) 
= Syr(Syr(A,C), Syr(A, B)) = Si(A, S,(C, B)). 
Wir können also stets die Resultate beider Bestimmungen (über das Verhalten 
von 5; gegenüber 5,) identisch ineinander überführen. 

Regel II. Gegeben sei eine Bestimmung 9,y,x. Wir bezeichnen durch ı den 
einen, durch ı’ den andern der beiden Werte y oder y. Es existiere für das die p,y, x 
bestimmende 5, die Zahl K,. Dann ist 

S8,(A, K,) = Sı(B, K,) 


für alle diejenigen A und B, die zu jedem existierenden K, (v<y) in der Be- 
ziehung stehen: 





niedrigerer Ordnung, insbesondere gegenüber $ı, wäre dann zu bestimmen, bevor wir Sı in 
seinem Verhalten gegenüber allen S,(u <A) bestimmen und dadurch erst sichern könnten. Wir 
könnten dann also in den logischen Zirkel hineingeraten, Sı durch S und $, durch Si bestimmen 
zu müssen. Davor kann uns nur (6a) schützen. 

Ebenso liegt die Sache bei (6b). Der Fortfall dieser Forderung würde uns dazu nötigen, 
das unbekannte $ı zu seiner Bestimmung als bereits bekannt vorauszusetzen. 

1) Ihr Wert ist nach einem bekannten Satz der Kombinatorik: (2? — 1)2—1, 

2) d. h., ob das Verhalten von $, gegenüber $, nach %°, w’,y’ oder nach p”’,w”’,x”’ bestimmt 
wird, ist ohne Einfluß auf das Resultat. 
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S7(A, B) + K,. . 
Beweis: Es ist 


Sı(A, B) ans S;(A, Su(B, K..)) . Sy(lSy(A, B), S,(A, K, 


)) (a) 
Sı(A, B) za S;(5,(A, K,), B) _ SylSy(A, B), S,(Ky, B)) (a’) 

) 

) 


S7(A, B) un S(A, Su(Ky, B)) vn SylSy(A, K.), S,(A, B) (b) 
9,(A, B) = Sı(S,(K„, A), B) = Sy(Sy(K,, B), S,(A, B) (b) 
Aus Vergleichung von (a) und (a’) ergibt sich die Richtigkeit der behaupteten 
Regel für =y, !"=y; aus (b) und (b’) fürr=y, ’=y. 
Regel III. Gegeben seien zwei Werte u+ uw. Ist nun für irgendein Paar 
B,C: S,(B.C) + S,„(B,C), so darf nicht zugleich: 
plA, u) = plA, u), y(A,u) = ylA, u), x(A, u) =x(h, u), 
sein ?). 
Beweis: Wäre die Behauptung unrichtig, so ergäbe sich für alle A,B,C: 
Si(A, Su(B,C)) = Sy(Sy(A, B), S,(A,C)) = Sı(A, Su(B,C)). 
Wählen wir hier nun ein A+K,(v < A), so wäre für alle B und C 


S,(B,C) = S,(B, C) 
gegen die Voraussetzung. 


Regel IV. Existiert K, für u <A, so ıst stets 
S7(A, K,) = Sg (Sy(A, Ku), Sı(A, K,)). 
Beweis: Es ist 
Sı(A, K,) = Sı(A, S,(K, Ku)) = Sg (Sy(A, K.), Sy(A, Ku))- 


Der Grundgedanke, den wir bei der Untersuchung von Verknüpfungen 
höherer Ordnung anwenden, ist ein ähnlicher, wie wir ihn bereits bei der Ver- 
knüpfung erster Ordnung als Leitfaden benutzten. Wir betrachten nämlich für 
ein gewisses A (bei gegebenen A) seine Verknüpfung mit Werten der Variabeln X: 


5,(A,X)=Y/Y. 
Nur nehmen wir jetzt an, daß sich X als Ergebnis einer Verknüpfung niedri- 
gerer Ordnung darstellen lasse. Daher betrachten wir in erster Linie die nach 





1) Es läßt sich nun immer mindestens ein Paar A=+ B angeben, das der Bedingung genügt: 
Sı(A,B) + jedem K, (<gy). 
Zum Beweise wählen wir A = jedem K, (»’ < max (», r‘)). Dann kann nach (3.) zu jedem 
v=1,2,...g höchstens ein B, existieren, so daß 
S,'(4, B,) = K, 
ist. Es können also höchstens y Zahlen B, in Frage kommen, für die 
S7’(A, B,) = irgendeinem K, 

angenommen werden könnte. Wählen wir nun ein B=+ allen B, und außerdem + A, so gilt für 
dieses stets existierende Paar A&B: 


S,'(A, B) + jedem K,,. 


?) Diese Regel kommt also nur für A>3 in Betracht. Sie vergleicht dann die Tripel der 
für die verschiedenen « aufzustellenden Reihen der , w, 2. 
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(6), (6a) und (6b) möglichen Bestimmungen dieses S, gegenüber Verknüpfungen 
niedrigerer Ordnung und suchen festzustellen, welche von den hiernach zulässigen 
Werten der 9, y, x Widerspruchslosigkeit und Nicht-Trivialität von 5, gewähren, 
wenn gleichzeitig (1)—(5) angewendet werden. 

Diese Untersuchung zerfällt jedesmal in zwei Teile: Erstens lassen die Regeln 
1—IV, wie wir sehen werden, sofort einige Werttripel der , y,x für ein bestimmtes 
u, — oder gewisse Kombinationen von Tripeln für mehrere ıı — als widerspruchsvoll 
oder trivial erkennen. Diese scheiden dann aus. Den zweiten Teil der Besprechung 
nehmen die Fälle ein, die sich nicht so unmittelbar erledigen lassen, sondern deren 
Widerspruchsfülle oder Trivialität — oder Widerspruchsfreiheit und Nicht-Triviali- 
tät — eines für sie besonders ausgeführten Beweises bedarf. 

Nach diesem Plan behandeln wir zunächst die Verknüpfung zweiter Ordnung. 


IV. Die Verknüpfung zweiter Ordnung. 
$ 6. Anwendung der Reduzierungsregeln. 


Aus den Grundgleichungen (6), (6a), (6b) ergeben sich für /=2 und 
u = 1 folgende Wertmöglichkeiten für die 9, y, x: 





I, | I, 11I,| IV 

0 Bi 8 
a A B u (o=1 oder 2) 
AUT nn 
VZUIIRarT 





Aus Regel I ergibt sich sofort die Identität von //, und /I/,, so dab wir 
fernerhin nur noch den einen von beiden, etwa //, zu berücksichtigen brauchen. 

Regel II können wir auf /, und //,, wie folgt, anwenden: Wir setzen jedes- 
mal z= y=1. Dann folgt aus Regel II, daß diese Entwicklungen für das — 
nach Anm. 1 S.165 — stets existierende Paar A+B, das (für alle existenten 
K,(v <_)) die Bedingung $,,(A, B) + K, erfüllt, die Gleichung geben würden: 

5,(A,K,) = S,(B, K,), d. i. A=B, 

also einen Widerspruch. 

Daher bleibt nur noch das Tripel /V: (1;2;2) übrig. 

Bei diesem Fall läßt Regel II — wie wir auch r und 7’ wählen mögen — nur 


erkennen 
S5(A, 0) en S,(B, 0) 


für alle die Paare, für die $S,(A, B) +0 ist. — Sie nutzt also hier wenig. 
Regel IV dagegen ergibt: 
5,(4,0) = S(S3(A, 0), 53(A, 0)) 
oder, wenn wir 8,(A4,0) = W setzen: 
5,(W,0) = 5,(W,W) 
und daraus folgt nach (3): W =0, d.h. 
5,(4,0) =0 für jedes A, 
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Damit ist die Anwendung der Regeln erschöpft. Wir durften auch nicht 
erwarten, bei dem Tripel /V einen Widerspruch oder Trivialität allgemein zu 
erhalten. Denn gerade die Kombination (1; 2; 2) ist es ja, die der als widerspruchs- 
frei angenommenen Multiplikation zugrunde liegt, wie die Formel 


A-(B+C)=(A-B)+(A-C) =S,(A-B,A-C) 
erkennen läßt. Es fragt sich nun, ob die Multiplikation, die sonach eine Verknüpfung 
zweiter Ordnung vom Typus des Tripel IV ist, die einzige dieser Art ist. Eine 
der hervorstechendsten Eigenschaften der Multiplikation ist bekanntlich die Glei- 


chung1.X=X für jedes X. Die Frage ist also die, ob jede Verknüpfung zweiter 
Ordnung vom Typus (1;2;2) der Gleichung genügt: 


BU. Eike R. 


s 7. Struktur der Verknüpfung zweiter Ordnung. 

Wie wichtig die Verknüpfung S5,(X,1) zur Erkenntnis der Struktur von 
S,(A, B) ist, zeigt folgender Satz: 

Für jedes A und jedes B ist 

(*) 53,(4, B) = 5,(A-B, 1). 

Da nun A-D stets irgendeine Rationalzahl X’ ist, so besagt der Satz nicht 
weniger, als daß wir sämtliche Verknüpfungen 5,(A, B) bestimmt haben, wenn 
wir S,(X,1) für jedes X festgelegt haben. 

Wir beweisen diesen Satz sukzessive. Zunächst: 

(9) S,(A,n:-B) = S,(n:- A, B), 
wobei n eine ganze Zahl bedeutet. 

Der Satz (**) ist richtig fürn = 0 und n =1. Im ersten Falle nämlich nimmt 
er die Form an: 5,(4,0) = 5,(0, B) = 0, im zweiten Falle: 5,(A,B) = 5,(A, B). 
Angenommen nun, er gelte für ein bestimmtes n > 0), so folgt daraus seine Gültig- 
keit für n +1: 


S2z(A,(n + 1)-B) = S,(A, S,(n-B,B)) = S, (85, (A,n - B), 5S,(A, B)) 
= S,(S,(n -A, B), S,(A, B)) = S,(S,(n -A,A), B) 
= S,((n + 1)-A,B). 
Mithin gilt (**) für jedes n >0. 
Fernerhin folgt aus 
S,(A,(n --1)-B) 
S(S3(A,n- B), 52(A, B)) 
also nach (3): 


l 
l 


S((n + 1)-A,B): 
S,(Sga{n . A, B), S,(A, B)), 


I 


S,(A,n-B) =S,(n:A,B). 


Bedeutet n eine ganze Zahl <= 0, so zeigt diese Deduktion, daß (**) auch für 
negative ganze Zahlen gilt. 


Ganz ähnlich folgt durch den Schluß von n auf n -- 1 und durch den von 
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n-+A aufn, daß für alle n 5 0 gilt: 

(er) S,(A,n-B) un S2(A, B). 

Um nun (*) allgemein zu beweisen, entwickeln wir unter Berücksichtigung 
von (%*)}): 

a'-5,(A,B) = S,(a’-A,B) = S,(a,B) = S,(B, a). 
Andererseits ist nach (**) und (**): 
a'-5,(A -B,1) = Sz((a’- A)-B,1)=S,(a:B,1) = S,(B, a). 
Mithin ist: 
a’-S,(A, B) == a’-S,(A :B, 1). 
Da nun stets a’=+0 ist, so folgt für jedes A und B: 
S,(A -B) — S,(A :B, 1). 

Aus (%*) ergibt sich ferner für jedes X,x und x’!): 

x -S,(X,1) = S,(2’- X,1) = S,(2,1) = x -S,(1,1) = 2’-X-S,(1, 1). 
Folglich ist 

S,(X,1) = X-S,(1,1). 

Setzen wir diesem Ergebnis X = A -B, in so nimmt unser Hauptsatz (*) 

die Gestalt an: 
5,(A-B)=A-B-S,(1,1). 

Um also die Werte sämtlicher Verknüpfungen $S,(A,B) zu bestimmen, 
brauchen wir nur den Wert von 5,(1, 1) festzulegen. Man sieht hieraus sofort, 
daß nicht S,(1, 1) = 0 gesetzt werden darf, da sonst S,(A, B) trivial werden würde. 
Nehmen wir dies an, so können wir sagen, daß die Verknüpfung zweiter Ordnung 
identisch ist mit der Multiplikation des Produktes der verknüpften Zahlen mit 
einem konstanten Faktor. Von der Bestimmung dieser Konstanten hängt somit 
nur der zahlenmäßige Wert der Verknüpfung zweiter Ordnung ab. Ihr gesetz- 
mäßiger Aufbau stützt sich vollkommen und ausschließlich auf den der Multi- 
plikation. 

Daher ist die so erhaltene Verknüpfung zweiter Ordnung wider- 
spruchsfrei und nicht-trivial. 

Die Multiplikation ist darum nur eine unter unendlich vielen, ihrem Zahlen- 
wert nach verschiedenen Möglichkeiten, zwei Zahlen nach den Gesetzen der Ver- 
knüpfung zweiter Ordnung zu verknüpfen. 


Zum Schluß sei noch bemerkt, daß zu jeder dieser Möglichkeiten ein X, 
existiert, — wie wir auch S;(1, 1) bestimmen. Damit nämlich für jedes X 
(A, K,)=X-K,.S;(1,1)= X 
werde, brauchen wir nur X, = Su, zu setzen. Diese Zahl existiert nun im 
2\"9 
betrachteten Bereich immer, folglich auch X, +0. 





1) Über die Bedeutung von A, a und a’ (sowie von X, x, x’), vgl. Anm. 2. 
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V. Verknüpfungen dritter Ordnung. 
S 8. Anwendung der Reduzierungsregeln. 
Wir gehen nach dem in $ 5a. E. entwickelten Plane auch bei der Besprechung 
von S, Vor. 
An Wertmöglichkeiten für die 9, y, xy kommen jedesmal für «=1 und 
u = 2 folgende 26 Tripel in Frage: 











I, | 22, | ZII,| Iv,| v, |VI, |vIa,|vimm,| IX | X 
| | 1|2 

le le ar MAR KAICHRONEE (e=1,2,3) 
SERIE IR IR FERNER E BE 
wir ee || 3 





Durch Anwendung von Regel I sndäht sich für beide Reihen — u = 1 und 
#a„=2 — die Identität von //, mit /V,, von III, mit VII,, von VI, mit VIII,. 


Wir legen der ferneren Diskussion II,, III,, VI, zugrunde. 


Durch Anwendung von Regel II werden folgende Tripel als widerspruchs- 
voll erkannt: aus denen der Reihe u = 1 alle die, bei denen y oder y = 1 ist; aus 
denen der Reihe u = 2 alle die, bei denen y oder y = 1 oder 2 ist. — In der Tat 
ist, a=1 und r= 1 genommen, für das (nach Anm. 1 S. 165) stets existierende 
Paar A=+B, das für alle existierenden Ä,(» < 9) die Bedingung erfüllt: 

S,(A,B)+K,: 
5,(A,0)=S,(B,0), d.. A=B, 
also ein Widerspruch. Und ebenso ist für « = 2 und r=1 oder 2, wiederum für 
das Paar A+B: 
entweder S5,(A, K,) = S,(B, K,) 
| oder S3(A, K,) = S,(B, K,) 
Daher läßt Regel II nur noch übrig: Aus der Reihe 
u=1: V,„VI,IX,X. 
n= 2: IX,X. 

Nach Regel III darf nun — da wegen A, + K, auch S,(K,, K,) + S,(K,, K,) 
ist — S, nicht zugleich mit 5, und 5, nach /X oder X verbunden werden. Wir 
drücken das kurz so aus: Für 5, sind die Kombinationen (/X; IX) und (X; X) 
verboten. 

Regel IV endlich wenden wir auf die Tripel /X und X der Reihe u=2an. 
Danach ergibt sich nämlich für /X (u = 2): 


S3(A, K,) FEUER S1(53(A, K,), S3(A, K,)) a. S(S3(A, K,), 0), 


I, also jedenfalls, da AÄ,$0 ist, A=B. 


also: 
S3(A, K,) =(. 


Auf X(u = 2) angewendet, liefert Regel IV: 
Sz(A, K;) u S2(Sz(A, K,), Sz(A, K,)) ag S2(S3 (A, K,), R,). 
Also muß, wenn S5,(A, K,) +0 ist, S,(A, K,) = K, sein. Andere Werte, als 0 


oder K,, Ban mithin S;(A, X,) nicht annehmen. — Wir schließen hier gleich 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 93 
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noch folgende Erörterungen an: Nach X(u = 2) gilt: 
S3(A, B) u Sz(A, S2(B, K,)) . S2(Sz(A, B), Sz(A, K,)). 
Für alle A somit, für die S,(A, K,) = 0 ist, ist auch S,(A,B) = 0, gleichgültig, 
welchen Wert auch B besitzen möge. Es kann sonach nicht für alle A die Gleichung 
53(A, K) = 0 gelten, da sonst für alle A und: B auch $,(A,B) = (0), also trivial 
wäre. Nehmen wir nun zwei verschiedene B, etwa B’ + B’, so folgt für alle A, 
für die S,(A, K,) = 0 ist, 
83,(A,B’) = S,(A,B’) =0. 

Daraus würde sich nun stets nach Grundgleichung (3) auf den Widerspruch 
B’ = B’” schließen lassen, wenn A+0 und + K, angenommen wird. Nur für 
diese beiden Werte von A könnte sonach ohne Widerspruch die Gleichung 
S3(A, K,) = 0 bestehen. 

Endlich darf aber, bei X(# = 2) auch nicht S,(K,, K,) = 0 gesetzt werden, 
da sonst für jedes A folgen würde: 


S3(A, K,) ya S3(52(A, K,), K,) or S2(S3(A, K,), Sz(K;, K,)) . 0, 
was nicht sein darf. — Somit ist für jedes A +0 bei X(u = 2): 
S3(A, K,) = K,. 


S 9. Diskussion der Restfälle. 

Bevor wir eine endgültige Zusammenstellung der übriggebliebenen Tripel und 
ihrer Kombinationsmöglichkeiten vornehmen, sei noch bemerkt, daß die Verbin- 
dung von S, mit 5, gemäß /X stets zu Widersprüchen führt. Das erkennt man so: 

Wir haben durch Anwendung von Regel IV festgestellt, daß nach /X(u =2) 
stets 

S (A, K,) = (0 
sein muß. Andererseits ist ebenso für jedes A: 
S3(A, 0) u Sz(A, $2(0, 0)) vr S(Sg(A, 0), Sz(A, 0)) =0= Sz(A, K,). 
Für jedes A+0 und +K, erhalten wir deshalb den Widerspruch 
K,=0. 

Nach alledem behalten wir nur noch folgende Tripel zur weiteren Betrach- 
tung und Kombination übrig: In der Reihe 

u=1: V,VI„IX,X. 
n=2: X. 

Da sich außerdem nach Regel III die Kombination (X; X) verbietet, so haben 

wir noch 7 Möglichkeiten zur Bestimmung von S, als Verknüpfung dritter Ordnung. 

Wir sehen nun zu, ob schon allein der Versuch, 5, mit 5, (gemäß V,,VI,,IX) 
zu verbinden, Widersprüche oder Trivialitäten hervorbringt. Ist dies bei einem 
Tripel nicht der Fall, so versuchen wir seine Kombination mit X(4 =2). Nur 
dann, wenn sich auch hier nicht Widersprüche oder Trivialitäten ergeben, muß 
die durch diese Kombination bestimmte Verknüpfung dritter Ordnung als weiter- 
hin beachtbar anerkannt werden. 
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Wir beginnen mit dem Versuche, 5, mit 5, nach den Werten 
V(y=ı=2) 
zu verbinden. Hierbei wird also: 
S3(A, B) u Sz(A, S,(B, 0)) ur S,(5,(A, B), S,(A, 0)) un S,(S2(A, B), 0). 
Für e = 2 folgt hieraus sofort die Trivialitätsgleichung: 
S3(A,B) =. 
Setzen wir oe =3, so wird — S5,(A,B) = W gesetzt — 
S3(A,B) = 5,(W, 0) = 5,(5,(W, 0), 0) = 53(5,(W, 0), 5,(0, 0)) 
—= 5,(0,0) = constans, 
folglich ebenfalls trivial. 
| Für o =1 endlich wird 
83(A,B) = 8,(A, B) 


und das führt zu einem Widerspruch, sowie wir versuchen, $, mit S, zu vereinigen. 
Da nämlich hierfür nur X(u = 2) in Frage kommt, müßte für jedes A +0 gelten: 
$z(A, K,) = K,. Nun folgt aber aus 5,(A, B) = 5,(A, B), daß stets S,(A, K,) = A 
sein müsse. Für alle A+K, liefert das einen Widerspruch. 

Somit sind die drei in V, enthaltenen Möglichkeiten, 5, zu bestimmen, aus- 
zuscheiden. 





Wir entwickeln nunmehr nach 
7 A 
Hiernach wird FR PRAG 
S3(A,B) = 5;(A, 5,(0, B)) = 5,(53,(A, 0), S3(A, B)) = $,(0, Sy(A, B)). 
Auch hier ist für oe = 2 sofort die Trivialität ableitbar: 
$,(A,B) =0. 
Und ähnlich, wie ın V,,; schließen wir bei o=3 auf die Trivialität, indem wir 
8,(A,B) =Z setzen: 
Z = S3(0, Z) = 5,(0, 5,(Z, 0)) = S,(S,(0, Z), Sz(0, 0)) = S,(0, S,(0, 0)) = constans. 
Für o = 1 wenden wir folgende Entwicklung an: 
53(A,B) = S3(A, S,(B,0)) = S,($,(A, B), $,(A, 0)). 
Und weiterhin: 
53(4,0) = 53(5,(4,0),0) = S1(5,(A, B), 53(0, 0)) = 33(0, 0). 


Also 
S3(A, B) =. S1(93(A, B), S3(0, 0)) 


oder, für B=K,, 


S3(A, K,) = 5,(4, 53(0, 0)). 
Da nun nach X(u = 2): 5,(A, K,) =K, ist, für jedes A +0, so müßte stets 
5,(A, 53(0, 0)) = RK; 


23” 














172 Stammler, Zahlverknüpfungen im Körper K(1). 


sein. Ist nun S,(0, 0) = 0, so führt dies für alle A + K, zum Widerspruch A = K,. 
Ist aber 5,(0,0) =C +0, so liefert A = K, die widerspruchsvolle Gleichung 


S1(K,, C) = K,, d. 1. C = 0. 





Wir gelangen nunmehr zur letzten Möglichkeit, S, mit S, zu verbinden: 
IXo=1, y=x=3). 


Hierbei gelangt man am schnellsten zur Einsicht des Widerspruches durch 
folgende Entwicklung: 


Sz(K,, 51(4, K,)) _ S1(S3(K,, A), Sy(K,, K,)). 


Nun ist für jedes A +0, wie durch Anwendung von Regel IV gezeigt wurde, bei 
Alu =2): 
53(A, K,)=K,. 


Dieses in die Entwicklung von /X(u = 1) eingesetzt, ergibt, wenn A noch so ge- 
wählt wird, daß 5,(A, K,) =0 und also S,(K,, 5S,(A, K,)) = K, ist, 
K, = S,(K,, K,), also K, = (0, 
im Gegensatz zur ständigen Annahme X, +0. 
Auch die letztmögliche Kombination endet somit in einem Widerspruch. 


$ 10. Ergebnis. 


Der Versuch, eine Verknüpfung dritter Ordnung zu finden, die sich gemäß 
den Grundgleichungen (1)—(6) widerspruchsfrei und nicht-trivial entwickeln 
lasse, ist nach alledem als mißlungen zu betrachten. Ein 5, existiert in diesem 
Sinne nicht. 


Ebenso könnte man für ein S,, ein S,, usf. schließen, so daß wir berechtigt 
sind, zu sagen: Die Kette der Verknüpfungen 5, bricht nach dem zweiten Gliede ab. 


Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist also folgendes: 


Versucht man, im Gebiete der rationalen Zahlen diejenigen Zahlverknüpfungen 
zu konstruieren, die den Grundgleichungen (1)—(6) ohne Widerspruch und ohne 
Trivialität gehorchen, so tritt unter den Verknüpfungen erster Ordnung die Addition 
auf. Wird diese als Verknüpfung erster Ordnung den weiteren Untersuchungen zu- 
grunde gelegt, so erscheint als Verknüpfung zweiter Ordnung eine mit der Multi- 
plikation sehr nahe verwandte Verknüpfung. Weitere Verknüpfungen gibt es nicht. 














Die dynamische Stabilität der Bewegung eines Massen- 
punktes, der von 2 festen Zentren nach dem 
Newtonschen Gesetz attrahiert wird. 


Von Oskar Przewisinski in Breslau. 


Das Problem der Bewegung eines Massenpunktes, der von zwei festen Zentren 
nach dem Newtonschen Gesetz attrahiert wird, ist schon von Euler, dann besonders 
von Lagrange, Legendre, Jacobi, Serret!), Koenigsberger?) eingehend behandelt 
worden. In neuerer Zeit hat Charlier?) allein der Ebene möglichen Formen von Bahn- 
kurven angegeben und unter Anwendung der Theorie der bedingt periodischen 
Bewegungen einen wesentlichen neuen Beitrag geliefert. 

Die vorliegende Arbeit wird nun, in der Hauptsache an Charlier anschließend, 
die dynamische Stabilität einer Klasse singulärer Bahnkurven untersuchen, nämlich 
der konfokalen Ellipsen, deren Brennpunkte mit den attrahierenden Massen zu- 
sammenfallen. 

Unter ‚dynamischer‘ Stabilität wird die „oszillierende‘‘ im Sinne Philipp 
Franks*) verstanden: 

„Eine. Bahnkurve heißt von einem Punkte P aus oszillierend stabil, wenn 
sich ein positives e so angeben läßt, daß bei Änderung der Geschwindigkeitsrichtung 
in P um einen Winkel |a| < e die neue Kurve die alte immer und immer wieder 
schneidet“. 

Diese Schnittpunkte sind die sogenannten konjugierten kinetischen Brenn- 
punkte der Variationsrechnung, und es ist unsere Aufgabe, mit den Methoden dieser 
Disziplin die Frage nach der Existenz konjugierter Punkte zu entscheiden. 


I. 
Die Gleichungen 
(1) at eK u Tell 
definieren zusammen mit den Ungleichungen 
(2) nr ti a < 





!) M.J. A. Serret. These sur le mouvement d’un point materiel. Journal de mathömatiques 
XIII, 8. 17 ft. & 

®) Leo Koeniysberger. De motu punkti versus duo fixa centra attracti. Diss. Berlin 1860. 

°) C. L. Charlier. Die Mechanik des Himmels I. Leipzig 1902. S. 117 ff. 


*) Ph. Frank. Ein Kriterium für die Stabilität eines materiellen Punktes. Monatshefte für 
Math. und Phys. 20, S. 171 ff. 
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ein System konfokaler Ellipsen (# = konst.) und Hyperbeln (» = konst.). Be- 
zeichnen r bezw. r’ die Entfernungen eines Punktes P von den Brennpunkten, 
so sind 
r +r "r—r . 
(3) iss au. Auder mu (siehe Figur 1) 
die elliptischen Koordinaten des Punktes P, durch deren Einführung das Problem 
auf Quadraturen zurückgeführt werden kann. Aus (1) und (3) folgt 








V 
(4) en 
7 y=+,V@ BP) —) 
MV) 
Tr Zu jedem Wertepaar (u, ») gehören 2 be- 
\ r züglich der x-Achse symmetrisch liegende 
‘ 
- | x Punkte. 

-d +b Befinden sich die attrahierenden Massen 
g und g’, die stets positiv vorausgesetzt 
werden sollen, in den Brennpunkten x = +b 
und 2= —b, so lauten die Differential- 

4 gleichungen der Bewegung in separierter 
ren Form !) 

du dv | . 

——-_ M(u) und N(»v) sind Polynome 4. Grades: 


VM(u) YN) 

‚„_ Man _ dv [ Miu) = (u? —b’)(2hu? + 2ulg +8 )—A) 
 YM(u) VAN) | N) = ( —Be)(2 hr? + 20 —g)—A). 
Die Energiekonstante h ist gegeben durch die Gleichung 


(9) 





a) 


PO 7, Bi 
(6) Am - 9 ar in 
wo v die Geschwindigkeit bedeutet. In die Definitionsgleichung für die Konstante 


A geht auch die Richtung der Geschwindigkeit ein; es ist 


Bl 2 __ u2 
(7) A=2hu? +2ug +g)— an 
’ y2 2 —_ y? P . d 
a A) 


A muß den Ungleichungen 
(7a) 2hv? +2v(g — g)SAS2hu +2u(g +8‘) 
für jedes Wertepaar (u, v) der Bahnkurve genügen. 


Bei der Untersuchung der, Stabilität der „Koordinatenellipsen‘ beschränken 
wir uns zunächst auf eine bestimmte Kurve u = u,. Nun verlangt die Variations- 
rechnung die Einordnung dieser Ellipse in eine einfach unendliche Schar von Bahn- 


!) Die Gleichungen (5) und (5a) werden bei Serret und Charlier abgeleitet. 
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kurven, die, wegen der Definition der oszillierenden Stabilität, mit gleichem Betrage, 
aber mit von Kurve zu Kurve verschiedener Richtung der Anfangsgeschwindigkeit 
durch einen festen Punkt (z,, v5) hindurchgehen müssen. Dann ist h eine univer- 
selle Konstante und zwar negativ, weil der Massenpunkt dauernd im Endlichen 
verbleibt!); A ist der Scharparameter. Es fragt sich: Kann aus einer der bekannten 
Bewegungsformen eine solche Schar hergestellt werden, die für einen bestimmten 
Wert des Parameters A die gewünschte singuläre Kurve enthält ? 
Die Polynome M und N haben die Wurzeln 





tb, DEE, A VeHgPaam | 
| M:—b, +b, nf Ih + ro V(g +8’)? Ah 
(8) 2  (h=—h). 








Wird dann vorausgesetzt, daßr, > r, > b sei ur ferner das Intervall der Variablen 
v durch 0, und , nicht beeinflußt werde, so verbleibt die Bahnkurve innerhalb 
des von den Ellipsen a =[r, und «=[r, eingeschlossenen Ringgebiets ?). Die 
Wurzeln o, und o, müssen dann, wenn sie reell sind, beide außerhalb des Intervalls 
—b<Zv< -+b liegen. (Entweder 09, > 9&,>b oder 09, <_, <—b). Oder aber 
sie sind konjugiert komplex. Nur dieser Fall führt auf neue Ergebnisse, und wir 
setzen fest: 


M(u) hat 4 reelle Wurzeln: „> u>2nr>b> —b 
9) N(v) hat 2 reelle Wurzeln: —b<Sv<s +b; a u AN = = V2Ah, — (g—g’)", 
7 2h, 2h, 
wo Ah, = —h gesetzt ist. h,> 0. 
Wir erhalten nun in der Tat eine Koordinatenellipse, wenn r, und r, gegeneinander 
gehen. Für «u = 0 haben wir 


A=—2hu+2Ww(g tg). 


(+28) 


Diese Gleichung wird durch A = ah, 


und „= —-— —- erfüllt. 


Die Differentialgleichung der Bahnkurven führt auf elliptische Integrale 
erster Gattung. Wir bringen diese auf die Normalform von Legendre mittels einer 
linearen Transformation der Variablen u bezw. », die z. B. bei Weierstraß ausführ- 
lich angegeben ist?). Ferner führen wir eine neue unabhängige Variable u ein 
und setzen 


(10) —— = — =du. 
yM VAR 
Wir nehmen im Anfangszustande der Bewegung u = 0 und & “> 0 an; dann wird 
fi v 
(11) / A 3 in. 





1) Siehe bei Charlier. 
2) Siehe Charlier: „Die Mechanik des Himmels“, die unter ], c diskutierte Bewegungsform. 
®) K. Weierstraß, Gesammelte Werke VI., S. 177 ff., Berlin 1915, 
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Führen wir die lineare Transformation aus und beachten hierbei die Festsetzungen 
(9) sowie die Tatsache, daß der Koeffizient der 4. Potenz beider Polynome negativ 
ist, so sind wir in der Lage, die elliptischen Integrale umzukehren, und wir erhalten 
dann die Gleichungen der Kurvenschar in der Parameterform [u = u(u, A), 
v= v(u, A)]: 


(sn w BRN, 
(Ii—nsnw) 





1 1 
u (rı +73) +5 (ı —r3) 
| a _ b(enw +n) 
(L+renw)’ 
Die überstrichenen Größen beziehen sich auf das Polynom N; d.h. auf die Variable 


vr. Die Konstanten m, n, x bezw. m, n, x sind durch die Wurzeln von M(u) bezw. 
N(»v) gegeben. In ihnen ist der Scharparameter enthalten. 


Ka = sn(m(u + u,), x) 


(12) (12a) 





cnw = en(m(u + u,), x). 


u, und u, sind Integrationskonstanten; sie müssen voneinander verschieden 
angenommen werden, weil sonst eine Festlegung des Anfangszustandes der Be- 
wegung unmöglich wäre. 


II. 


Die Gleichungen (12) gestatten nun die unmittelbare Anwendung der Varia- 
tionsrechnung. Die dem Parameter A,entsprechende Kurve der Schar: u = u(u, A), 
v = v(u, A) ist bekanntlich, von dem gemeinsamen Punkte (w,, ?,)(u = 0) aus 


gerechnet, solange Extremale des Aktionsintegrals: [ VU +hds, als die Funk- 


tionaldeterminante 
a 
(13) Alu, Alan, = | Am Mi | 
| I PA |1—a, 
von 0 verschieden ist. Hat die Gleichung A = 0 außer u = O.noch andere Lösungen, 
so liefern diese die konjugierten kinetischen Brennpunkte, 
‚Für die Ableitungen nach dem Scharparameter A führen wir folgende Be- 


zeichnung ein 


d dn 
(14) ga fı adden); ze USW. 


Aus (12) und (13) folgt zunächst 


ım(r, —r) 1 —n?)sn’w [(r, —ra)*(snw(i1 + n?)- 





gl — n(1 + sn?w)) 
(15) A see + (n —ra)(en*w (An?) 
2(i—nsnw)(1-+nenw) — n* cn) 
m(1 — n?)en’w [(1 — n?)en*w + n* sn? w] 
Hierin bedeutet sn’w = nn, ; 
dw 


Zur weiteren Berechnung der Determinante (15) brauchen wir die Additions- 
theoreme der elliptischen Funktionen snv, env und benutzen die Abkürzungen 





(Zn = zu = 





pr (mu,x)=s; (snw)=sn(mu,x) =S,; sn(mu,x)=S; sn(müuyx) = So 
u=V) 

(16), en(mu,x)=c; en(mu,x*%) = c,; en(mu,x)=c; en(müu,*) = Co 

de: ») = 6; dn(mu,x)=d,; dn(mu,%) =d,; dn(m Ug,x%) = do 


so daß die mit dem Index 0 versehenen Größen Konstanten sind. 
Dann folgt aus (12) 

n(r, —r3) + 2Ww—(rı + 73) — (bn + v,) 

(17) Ss, = „ 13 Sn 

r— ra +n(2ug —rTı —T3) (b + nv.) 
Bezüglich des Wertes u, ist folgendes zu bemerken: Jede Kurve der Schar 
verbleibt innerhalb des von 2 Ellipsen abgegrenzten Gebietes, deren große Halb- 
achsen r, und 7, Funktionen des Scharparameters sind. Nur der Wert «= Zu 6 


kann daher universell für die ganze Schar sein, und aus (17) ergibt sich 


erg 
(18) u Dasein Me = Ba 3° 
an 


Trotzdem werden im folgenden s,, Cy d,, der Symmetrie wegen beibehalten. 
Die Bestimmung der Ausdrücke sn*w, en*w erfordert einige Vorbereitungen; 
denn die Funktionen s usw. enthalten den Scharparameter nicht nur in dem Faktor 


m des Arguments, sondern auch in dem Modul. Es wird 
d d osn(mu, x) 
19) s* = -— (sn(mu, x)) = m*u -— ——- (sn{mu, x)) + eu, 
19) A ) ET in 4 CH 
Die partiellen Ableitungen der elliptischen Funktionen Jacobis nach dem Modul 
sind von Cayley !) angegeben worden: 


osnv venvdnv x u E(v)envdnv , 
— + — .snv.cen?v — — 2? 
OX x Aa xx* 
Ocenv vsnvdnv x . . E(v)snvdnv 
(20) = — ——; snv.env + —— 
oH x x* xx* 
odnv u Be 
a = — xvsnvenv — —,„sn?vdnv + —,, E(v)snvenv, 





ox x ”“ 
| , 
wo E(v) = / dn?vdv. 


« 
0 


Wir übergehen die Zwischenrechnungen, setzen 











(21) E(mu) =E, 
führen die Funktionen 
 fu)=1— "ss ( Ku) = d,c® + d,538° (d? + x?) — 25,c,5cd 
(22) p(u) = Cydos + Soc L( ı)=cd+ “8 c0 — ax SgCodgs we | 
y(u) = CyC — Ssydosd Au) = sd 5? — A — rs) + Cosc(s5d? — c2) 
(u) = d,d— s,csce ! Elu) = — dısd — szd,s®d + 28° 85,095? C 


1) A. Cayleu: Au elementary treatise on elliptie functions. Cambridge 1876. 

?2) Die Formeln (20) werden z. B. benutzt von: L. Iloschmieder, Anwendung der elliptischen 
Funktionen auf die Bestimmung konjugierter Punkte bei Problemen der Variationsrechnung. Diss. 
Breslau 1913. 

Journal für Mathematik. Bd.155. Heft 3. 24 
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ein und erhalten schließlich 


m(n—r)i—n?)errylu)ylu) 22%? (r, —r,)* [(1 +n?)p(u)f(u) 
—n(g*(u) + P(u))] 

+ (nr) d-n2) [uw 2(2xtm® + me) | 

— Er2*) y(u)y (u) + #2#2%cgs (u) 

+ 2x? ?sör (u) +22 (chd, + doch) situ) | 

(23) — 2n*(r, — r,)x’x” y*(u) 





A=0: man) aRrglu)g(a) (1 — 22) [(u22 (22 m* + m#*) | 
— E#*)op(u)y(u)— rr*s Alu) | 
— 2x5) &(u) 
— 222%: (che — S,disd) f(u) 
— 272%? 9? (u) 








I) 





wo 
(23a) Gm — ’ = ——, 
| Ara? aa (I — nsnw) (1 +ncenw)? (u) fu) 
III. 
1. 


Aus der allgemeinen Kurve der Schar (12) geht, wie bereits erwähnt, die Koor- 


dinatenellipse u = w= Aus 6 hervor, wenn der Scharparameter A den Weri 


hı 
(g +8) 
2h, 
Die Funktionaldeterminante A(u, A), die für die Untersuchung der dyna- 
mischen Stabilität maßgebend ist, ist in (23) angegeben. An ihr ist nunmehr, vgl. 


+ g')2 

(13), der Grenzübergang A> A, = nf, (r,Zr,) auszuführen und dann zu 
./ 'ı 

entscheiden, ob und durch welche Werte von u die Gleichung 


limA=0 erfüllt wird. 


=rn . 
Zunächst müssen wir die Konstanten m, x usw. nach den bei Weierstraß ange- 
gebenen Formeln berechnen. Wir setzen 


Mn ae... DE 
(24) 7 k= 2h, 2. 2h, 


A, annimmt. 


= da 








\Y+bi hei WHERE = 7 
und erhalten 
2a —y—b —o, 





„rrr—3E8#r - ey) 














’= Tre Ra uuB = - 
5 2b?(a® — y) 2a)la® — y 
e m= 3 y2h, IV» -PBya—y+ly—# +2Br@—})| 
(25) 
ii SEE gar 
| n atya 
r ®—y+0 _ 0o—y—b _ ar 1 
2 — — ! — . = 
% E cr gm Y2h,Yye. 





| 


rn, a ei 
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Hieraus ergeben sich für 7, =, die Grenzwerte 





(a?=y) 
: I 7 ‚  —ay* 
»=0; n=0; m=Y}2hyy—b°; lim [n*(r, —r,)) = m} 
lim [x*(r, — r,)] = 0 
(26) ferner, da x =(), di 
lim el = (0) und wegen n=( nach (18) 
x—=( . J 
= ==. 
. — a. n a 
lim [(r, — r3)so* ] = ep lim [(r, —rz)eü] = lim [(r, —r,)dR] = 0. 


rı=r, 


Die überstrichenen Konstanten m, n, x usw. bleiben endlich. 


r=r r=nr 


Wird nun an der Funktionaldeterminante (23) der Grenzübergang (r, & r,) 
vorgenommen, so wächst, während alles übrige endlich bleibt, der Summand 


m(1— R2)(1 + n2) (r, — r,)* Pu) x(u) P(u) fu), 
MN 
da (r, — r,)* = — Er AR ‚ über alle Grenzen. 
Das vermeiden wir, wenn wir, vor Übergang zu dem Limes: r, =[r,, die ganze 
Determinante mit (r, — r,) multiplizieren. 
Dann erhalten wir, vermöge (25) (26), 


(27) lim [(r, — r,)4] 


—= lım (20)2m (1 — n2)%?%? (u) x(u) (u) f(u) lim [(r, —r,)(r, —r,)*] = 0. 
x—=0 ar, 
Nach (23a) ist lim (x?Q) endlich. Es ıst f(u)=1; (u) =s=sn(mu, 0) 


= sin (mu). 
Die Gleichungen $(u) = 0 und y(u) = 0 ergeben », = 0, d.h. die Librations- 
grenzen von v. Maßgebend für die dynamische Stabilität bleibt also nur die Be- 
dingung j 
: TT IT 
(28) sin(mu)=0; u=ß(, rn 
Der Grenzübergang r, Zr, erfordert noch eine Ergänzung. Die Gleichungen 


USW, 


! 1 
der Kurvenschar waren unter der Voraussetzung: (35) > 0 aufgestellt, und 


u=Uu 
du 
dv 
der Schar ER: 0 gehen durch den festen Punkt (w,, 9) 
und liegen, wenigstens im Anfange der Bewegung, in dem 
schraffierten Gebiet (Fig. 2). Der Scharparameter A ent- 
hält (vgl. (7)) &., bzw. », nur quadratisch und nimmt für 
io = 0 den größten Wert an. 
Es fragt sich: Wie gestalten sich die Verhältnisse, 


d 2 hen 
im < 0, die in dem nicht schraf- | 
d v u) Fig. = 


für die Koordinatenellipse ist ja = (). Sämtliche Kurven % y” 








wenn man die Schar ( 
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fierten Winkelraume liegt, zugrunde legt und dann den Limes der neuen Deter- 
minante berechnet ? 

En du dv 

Nun ist aber offenbar, wenn Vi = — 7 7 und »„> 0 genommen werden, 
in allen Formeln, die sich auf u beziehen, u durch — u zu ersetzen. Die Bedin- 
gung für die konjugierten Punkte wird dann, wie leicht zu ersehen: sin (— mu) = 0 
und sagt dasselbe aus wie (28). Immerhin ist die singuläre Extremale u, erst 


dann wirklich in eine Schar eingebettet, wenn die Kurven: = < 0 mit hinzu- 


genommen werden, 


2. 
Aus (12) ergibt sıch als Gleichung der Bahnkurve für r, =r, 


’ a Sa ni u 
20) ee a A RE) 
2 = W> ; ER ae ne 
2h, (1 — 2558 +ncch —nsdsydy) 
Die Koordinaten der konjugierten kinetischen Brennpunkte ergeben sich aus (29) 
sc ar ap > sauna "5 
durch Einsetzen der Werte: u = (0, „, usw. in die Funktionen s = sn (mu, x), c, d. 
r 


Hier ist nun von entscheidender Bedeutung die Frage: Kann es der Fall 
m 


sein, daß die Argumente „, 7 USW. ganze Vielfache des vollständigen Integrals 
| Eu 
1. Gattung AK = / ———— ——— sind oder wenigstens in einem möglichst ein- 
’. y1— x sın?o 
fachen rationalen Verhältnis zu dieser Größe stehen, und wann tritt dieser Fall ein ? 
Nach (24) bis (26) wird fürn, =r,(® =y) 
ae Fe 


m u — 158° 


| 


(30) 


Die Entwickelung des letzten Ausdruckes nach positiven Potenzen von ‘x? be- 
ginnt mit den Gliedern 


m 


(31) ei + FE FE 
Andererseits gilt bekanntlich die Reihendarstellung 
I Wr 
(32) K-ZU4, tt). 
Es ist also & 
(33) NusR, 
m 


wo das Gleichheitszeichen für <= 0 zu nehmen ist. x? liegt zwischen den 
A 


Grenzen 0 und —. Wie aus der Fig. 3 zu ersehen, gibt es für jede positive 


and 


Zahl a 2 einen und nur einen Wert x?, der die Gleichung 





l: 
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(34) # ak 
m 
erfüllt. Für einen bestimmt gewählten Wert von a 
kann das zugehörige «x? durch Interpolation gefunden 
werden. So ergeben sich z. B., nach den Tafeln von 


Legendre, folgende Werte für die einfachsten Fälle: 











B:2,@. &,. | 
l. a=5; 5, <#<;,, | D.h.: In dem Intervall «X | 
.- _ I ud | l z 
Be. 11 | s _ z.B. liegt ein be- & yi Ä 
8. ms, m << | 32 ee er | 
U im Pr Ar 2 2 ! N 
a stimmter Wert von #°, der | | 
3. 1 =, = <<, : MI > — 
2’ 72 72 | die Gleichung: =—K ' hut 
m RN 
4. a=4; 28 <a < 23 ' erfüllt. Sr 
72 72 | . 


Die Anzahl der, bezüglich ihrer Lage auf der Ellipse, verschiedenen konjugierten 
Punkte steht in notwendigem Zusammenhang mit der Natur der Zahl a. Ist a 


R . . A . en . MT 
irrational, so werden die elliptischen Funktionen, denen das Argument =akr 
£ m 


(T positiv und ganz) zuzuerteilen ist, für irgend 2 verschiedene 7 nie denselben 

Wert annehmen. Die Zahl der konjugierten Punkte wird unbeschränkt. Ist a 
a \ 

dagegen rational (a= ei a, und a, ganz), so kann die Zahl der verschie- 


D) 


- 


denen konjugierten Punkte unter Umständen sehr groß sein; sie ist aber stets an- 
gebbar. Die diophantische Gleichung 
au. ma — 
(35) en Em 4Kp 
sagt für die rationalen Fälle aus: Der g-te konjugierte Punkt wird nach p Um- 
läufen erreicht und ist der Ausgangspunkt. (Denn für mu =4K wird v = »,.) 
So folgt z. B. für-die 4 oben angegebenen Werte von a 


' Ä ' 
| l. «= - ; q=8 p=5 | 8 konjugierte Punkte 5 Umläufe 
| 2. a=3; g=4 p=3 h. n i in 
| | 

3 a4; g=8 pP = 7 8 mr ” 7 .. 

4. a= 4. — Alle Punkte fallen mit » = v, zusammen. 


Für diese Fälle wollen wir die Lage der konjugierten Punkte untersuchen. Wir 


setzen dabei ö 
g=g (a=h), 


d. h. gleiche Intensität der attrahierenden Massen voraus. 
Dann wird nach (17) und (25) 


(36) a0; Be; a; Het an. 
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Wir nehmen an, der Massenpunkt bewege sich im Anfange in Richtung ab- 
nehmender x, dann ist 





7 
s>0, dad = ——. 
bmd, 
Im Falle 2 erhalten wir zunächst als Koordinaten der konjugierten Punkte 
b2 — | bt — »; 
37) n=— Va 5; »=— 1% mr | ——; ya 
1 Mo 24» v2 2 0 3 al us + » 4 0 


Liegt der Ausgangspunkt hu 1. Quadranten (», < 0, Yu > 0), so bewegt sich der 
Massenpunkt gemäß der Annahme 5,> 0 entgegen dem Sinne des Uhrzeigers. 
Das Vorzeichen von », gibt den Quadranten an, in dem der betreffende konju- 


gierte Punkt liegt. », und », ebenso », und », liegen auf je einer Geraden durch 
den Nullpunkt (Fig. 4). 

















Fig. 4. Fig. 5. 


Ist », = 0, dann sind die 4 Scheitel der Eilipse die konjugierten Punkte. 

Es ist |] > »,, wenn 3 > — + wVa+b it. It %2=— u 
+ uV u +52, so werden die konjugierten Punkte durch die 4 Schnittpunkte 
der beiden Hyperbelzweige: », mit der Ellipse angegeben. 

Der Fall 1 liefert 8 konjugierte Punkte bei 5 Umläufen. 


Die elliptischen Funktionen erhalten hier das Argument = und nehmen 
daher die Werte an: 


Die Koordinaten der konjugierten Punkte werden 


BT (e— 
| —}/ Ho(b? +) ao +V + m)(» vo + Zn EN - 














(b2 — eu 
nut + no) +Y b? +) ( »o | \ RT >») 


u —; y=—n%Y 


nV +++ 





u u © „= — 9 v; =»: 


m Va = = wre 
“ ER a e «| Mo tr 





„>| 
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Es ist v, 5 0, wenn » > m+tmVb?+ us ist. 
< 0 





Die Fig. 5 zeigt die Lage der 8 Punkte unter den Annahmen: = ® 0 und 
30 
v, <od. 
Je 2 Punkte (z.B. v, und »,) liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt. 
Ist speziell », =! ” b, dann liegen 4 konjugierte Punkte auf den Zweigen 
der Hyperbel |»,| = bI/ — | nJ —— , die 4 anderen sind die Scheitel der Ellipse. 
nrV®+W 
Die Zahlen in der Figur 6 haben y 


folgende Bedeutung: Die obere bezieht 

sich auf den Fall »,= 0, die mittlere 

auf », = +5, die untere auf = —b. 
Interessant ist noch der Fall: 
»„=—- Mt MV + u- 





Hier liegen die konjugierten Punkte auf 
den Scheiteln und auf den Zweigen der 
Hyperbel |»,|. 

Der Fall 3 liefert wieder 8 konju- 
gierte Punkte, aber bei 7 Umläufen. Für 
die Koordinaten ergeben sich dieselben Fig. 6. 
Werte wie im Falle 1 (38), nur in anderer 


Reihenfolge. In der Fig. 5 sind die Zahlen, die sich auf diesen Fall (a = E) 


beziehen, in Klammern angegeben. 








Die Zahl a in (34) kann natürlich den Wert 4 überschreiten; nur schneidet 
dann die unendlich benachbarte Scharkurve die Ellipse erst nach dem ersten 
Umlauf. Die untersuchten einfachen Fälle wiederholen sich für höhere Werte von a. 

. . rn > -— u) ‘ . .. N 1 1 _ 5 
So sind z. B. die Fälle a = 5. 7 dem Fall a = 3, die Fälle a = 5 „ dem Fallea =, 
äquivalent. D.h. es ergeben sich dieselben Koordinaten der konjugierten Punkte, 
wenn auch die Reihenfolge von Fall zu Fall wechselt. 


Ganz besonders einfach liegen die Verhältnisse für a=6. Hier gibt es nur 
einen Punkt »,, da 2 z schon einen ganzen Vielfachen von 4X gleich ist. 
32 34 h 
79 und 75° Ist noch g=g’, so wird v, = — v.. Der 

, | 


konjugierte Punkt liegt auf der Geraden, die (49, ?,) mit dem Nullpunkt verbindet. 


x? liegt zwischen den Werten 


3. 


Wir untersuchen die Sonderfälle g =0 und g=(0. Die Bahnkurve «= 
wird zu einer Planetenellipse. 


Es sei zunächst g’ =. 
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m " ui b 
ie 1; x=0; n = ——. 
! u Ko 
Die elliptischen Funktionen S, €, d werden trigonometrisch. Die Konstante a 
in (34) wird 2. 


Aus (25), (26) folgt: 


Aus (29) ergibt sich für: mu = je = n vermöge (17) und (4) 


_ Abu + lu +0) 
vn te 

als Abszisse des konjugierten Punktes. Eine einfache Rechnung bestätigt die be- 

kannte Eigenschaft der Planeteneliipse: Der konjugierte Punkt liegt auf der Geraden, 


die den Ausgangspunkt mit dem zweiten Brennpunkte verbindet. 
Ist andererseits g #0; g=(, so wird nach (25), (26): 
PAR e Bi u 
Em = 0: n=+-—; m=m, 
Ko 
und wir erhalten 
’ _ 2bun — to(us + 8°) 
FR AT, ' 
Die Gerade, die die Punkte (z,, %,) und (49 X) verbindet, geht durch den 
Brennpunkt x = + b hindurch. 


Wir hatten im Anfange der Untersuchung bemerkt, daß die Wurzeln o, und 
0, des Polynoms N reell sein können, hatten aber diese Fälle von vornherein aus- 
geschlossen. In der Tat sind hier, soll «u = konst. sein, nur Planetenellipsen mög- 
lich: Für 2, < 0, <d ist notwendig = (0, für , <a <—b g=N. 

Legendre hat für die Geschwindigkeit des Massenpunktes auf der Koordinaten- 
ellipse ein interessantes Theorem aufgestellt, das wir kurz anführen. Die Eli- 
mination von Ah, aus den Gleichungen: 





liefert 
_2m-r ‚gut 
Koltto + ?) Hole — P) 


Hierfür können wir schreiben 


, 
- 


(41) u = vr =0 + Vo=0) 
D. h. Beschreibt der Massenpunkt ein und dieselbe Ellipse einmal infolge 
der Kraft G ein zweites Mal infolge der Kraft _ und ein drittes Mal unter 


der Wirkung beider Kräfte, so besteht für alle Bahnpunkte die Relation (41). 


4. 


Wir haben gesehen, daß die für die Art der Stabilität maßgebende Kon- 
stante a von dem Modul x abhängt. Wir fragen nach der mechanischen Bedeutung 
einer Änderung von *%. Für gleiche Intensität der Massen war 





ee Amen ii, 5 
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2 y'’2 
Ta ae RR 
u2 + b? 72 


Mit % wird auch u, geändert, und zwar wächst u, bei konstanter Anfangs- 


geschwindigkeit mit der Intensität g und nimmt ab bei Zunahme von v}, wenn g 


' ‘ d dv? 
unverändert bleibt. Das ist aus den Vorzeichen von e. und vo 


dus du 
sichtlich. 
Im allgemeinen Falle: g+ g’ liegen die Verhältnisse anders. Wird die Größe 


sofort er- 


’ 


(42) e= °P, (e zwischen Oundi. e=—1,0, +1 für g=0,g=g',g' =) 


rt 
eingeführt, so ergibt sich nach (25) 
2 
(43) w = u 1-28 - e(1 — 2x2)? 





+y— 4 + (1 — 28220? — (1 — 22)?)2]. 
2.2 
Durch « ist u, noch nicht bestimmt, sondern es geht u? von - = gegen b?, 
wenn e? von O gegen 1 geht. Es können, bei beliebiger Wahl des Moduls, nicht alle 
Ellipsen als Bahnkurven gewählt werden, sondern die größte ist diejenige, für die 


2 
g=g' ist. Umgekehrt wird x geändert bei festem u,. Geht x? von O bis pr er ji 
so geht e von 1 bis 0. y 

Natürlich können alle 3 Größen x?, e, u, gleichzeitig geändert werden, aber 


nur so, daß die Beziehung (43) bestehen bleibt. 


Wir wenden auf unser Problem das allgemeine Stabilitätskriterium von 
Ph. Frank!) an. Es besagt: Ist die kinetische Krümmung 
" —1 U AU er 
ae EYE a tal tan ( + )| 
auf einer Bahnkurve, von einem bestimmten Punkte an, dauernd aa so ist 
die Bahn oszillierend nicht stabil. Ist aber XK(x,y), von einem Punkte an, stets 
größer als eine wesentlich positive Zahl, so ist die oszillierende Stabilität gesichert, 
wenn kein Punkt: U-+h=0 auf der Kurve liegt. U ist das Potential, h die 














Energiekonstante. 

Wir erhalten 

1 g' = 

on KayV)=-ad rn | - (+5) 
Ist also A> 0, so können, da g und g’ positiv vorausgesetzt werden, konjugierte 
Punkte nicht auftreten. Ist dagegen h= —h, <(, so folgt insbesondere für die 
Koordinatenellipsen unter Anwendung von (42) 

Br gh, | 3 ee 2.) __ 952 en 
(45) Kia, y) = U +hjrr u, + 309? — e(v? + 3ugr) — 2b?uu(l — &%)|. 





1, Ph. Frank. Vgl. S. 173. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 2) 
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Die Untersuchung des Zählers hinsichtlich seines Vorzeichens im Intervall: 


—b=ZvS +5 ergibt: Das Kriterium von Frank liefert für |e| _ 25m 


Mo + d° 


a auch für Je] < Fur die Entscheidung, daß 


konjugierte Punkte vorhanden sein müssen. Es versagt, wenn gleichzeitig 


und, sobald u? > 





2b 
le| < 4 und „3 < ——— ; dem dann ist K(x, y) längs einer Bahn- 


kurve abwechselnd positiv und negativ. Ist e= 0(g = g’), so werden alle Bahnen: 
w> 25b® als oszillierend stabil erwiesen. Ist e= +1, so ist K(x,y) eo ipso 
positiv, und die Stabilität der Planetenellipsen wird evident. 


5. 
Für die dynamische Stabilität der Koordinatenellipsen spielt die Gleichung 


(34): — — aK eine entscheidende Rolle insofern, als die Anzahl der, hinsichtlich 


ihrer Lage, voneinander verschiedenen konjugierten Punkte durchaus davon ab- 
hängt, ob die Zahl a rational ist oder nicht. Diese Tatsache ist keine zufällige, 
sondern hat eine wesentliche mechanische Bedeutung. 

Die Koordinaten u, » variieren bei der allgemeinen Bahnkurve (12) zwischen 
festen Schranken (4 zwischen r, und r,, » zwischen —b und +5). Wir erstrecken 
die in (5) auftretenden Integrale über den ganzen Bereich der betreffenden Variablen 
und erhalten die sogenannten Elementarperioden 


du > dv "du 
(46) a) F, Va = 2; b) f VN = Wu; €) JS VM = On; 
— 


+b 
v2dv 
d) F5 VN uk „he 
a‘ 
Durch die in I benutzte Transformation wird 
2K 2K 
(47) TEE u RE 
und für ,=r, 
1, 
(48) ae (012) = = 
Wird nun 5 rational, d.h. von der Form 5 == Z. angenommen (a, und a, po- 
1 


sitive, ganze Zahlen), so wird nach (47), (48) und (34) 
(49) Od — Ol, =). 
Diese Gleichung findet ihre Erklärung durch die Theorie der „bedingt periodischen 
Bewegungen“. Charlier hat diese auf die allgemeinen Bewegungsformen angewandt, 
die sich bei der Attraktion eines Massenpunktes nach 2 festen Zentren ergeben. 
Die Bahnkurve, die innerhalb des von den beiden konfokalen Ellipsen einge- 
schlossenen Gebietes verbleibt, erfüllt dieses im allgemeinen „überall dicht“. Es 





16 











Przewisinski, Die dynamische Stabilität der Bewegung eines Massenpunktes. 187 


kann jedoch der Fall eintreten, daß der Massenpunkt eine geschlossene Kurve 
beschreibt. Dann ist erstens die Bedingung (49) erfüllt; zweitens ist die Bewegung 
zeitlich periodisch nach der Periode 

(50) 2T = 2a, 0.1 — 29,051. 
Die Elementarperioden sind Funktionen der Konstanten h und A. Wird eine der- 
selben, etwa h, festgehalten, so kann (49) erfüllt werden durch eine unendliche Reihe 
diskreter Werte von A. Diese Fälle bilden eine abzählbare Menge. Degeneriert 
nun der Bereich der Bahnkurve, indem r, und r, gegeneinander gehen, und damit 
m V 4 
m Vi— 2%: 
und (49) kann durch eine unendliche Reihe diskreter Werte von # befriedigt werden. 

Die Bahnkurve kann also sehr wohl eine Koordinatenellipse sein, ohne daß 
die variable Koordinate » eine periodische Funktion der Zeit ist. Ist zz. B.ge =g', 
so ändert sich, wie wir gesehen haben, der Modul nur dann, wenn von einer Ellipse 
zu einer anderen übergegangen wird. In diesem Falle gibt es eine unendliche, aber 
abzählbare Menge von konfokalen Ellipsen, für die » zeitlich periodisch ist. Da- 
zwischen aber liegen die nicht periodischen Bahnen, die zusammen eine nicht 
abzählbare Menge bilden. 


Für den Fall g’ = 0 berechnen wir zum Schlusse die Periode. 


notwendig auch diese selbst in eine Koordinatenellipse, so wird 


Es wird: *=(0; m=m,; , =%=1. 


Und es ergibt sich 
(51) 27? = — uw; 


also das dritte Keplersche Gesetz: Das Quadrat der Umlaufzeit ist dem Kubus der 
großen Halbachse proportional. 


Herr Geheimrat Professor Dr. Adolf Kneser hat mir die Bearbeitung dieses 
Problems empfohlen. Für das große Interesse, das er dem Fortgange meiner Unter- 
suchungen entgegenbrachte, und für die Ratschläge, die er mir gegeben, spreche 
ich ihm an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank aus. 
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Über eine Heinesche Potentialaufgabe. 
Von Prof. Dr. Bigler in St. Gallen. 





Heine behandelt im zweiten Bande der zweiten Auflage seines Handbuches 
über Kugelfunktionen $ 21, S. 55—60 folgende Potentialaufgabe: ‚Zwei Kugel- 
flächen liegen um den Ursprung, eine äußere mit dem Radius a und eine innere 
mit dem Radius 5b; die Massen liegen außerhalb der äußeren und innerhalb der 
inneren Fläche; der Raum zwischen beiden ist leer. Man verlangt das Potential V 
aller Massen in Bezug auf einen Punkt (x, y, z) des leeren Raumes, wenn es auf der 
äußeren Fläche durch f(n,®) und auf der inneren Fläche durch g(n, ®) darge- 
stellt ist“. Auf Seite 58, $ 21 sagt Heine folgendes: „Ein besonderes Interesse 
kommt, wie sich in $ 29 zeigen wird, dem Falle zu, in welchem die gegebenen Funk- 
tionen fo(n, y) und f,(®, y) die reziproken Entfernungen 7, und T, eines beliebig 
gegebenen festen Punktes (Pol) von den Punkten (9, ») sind, welche auf den Kugel- 
flächen r = r,und r = r, liegen, zumal wenn dieser feste Punkt sich in dem Raume 
befindet, der von den beiden Flächen eingeschlossen wird‘. — Auf Seite 60 gibt 
nun Heine für das Potential eines Punktes im leeren Zwischenraum einen Ausdruck 
in elliptischen Funktionen an, von dem er sagt, daß ihn auch Mehler in seiner 
Arbeit: „Zur Verteilung der Elektrizität im leitenden Körper, Jahresbericht des 
Elbinger Gymnasiums, Ostern 1879“, durch ein ganz verschiedenes Verfahren in 
derselben Form gefunden habe. Diese Darstellung des Potentials durch elliptische 
Funktionen enthält einen schweren Irrtum, der bis jetzt nicht aufgedeckt worden 
ist. Läßt man den Bezugspunkt dem Pole sich nähern in einer ganz beliebigen 


Richtung, so geht die Heinesche Potentialfunktion in über, wird also 


Abstand 
in derselben Art unendlich wie der reziproke Wert des Abstandes. Es ist gar nicht 
zu erraten, auf welche Art das Potential von Massen, die außerhalb der äußern 
und innerhalb der innern Kugelfläche liegen, in einem einzigen Punkte des leeren 
Zwischenraumes unendlich groß werden könnte. Heine sagt kein Wort über 
den in der Lösung liegenden Widerspruch. Es ist unmöglich zu sagen, es sei 


V=-—(r —2rccosz-+c) ” die Lösung der Aufgabe, weil dann für beide 
Kugelflächen die den gegebenen entgegengesetzte Potentialbelegung herauskäme. 
Man könnte nur sagen, es sei unmöglich, endliche Massen außerhalb der äußeren 
Fläche und innerhalb der inneren so zu verteilen, daß für beide Flächen die ge- 
gebenen Potentialbelegungen herauskommen. Der Fehler, den Heine (und wahr- 
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scheinlich auch Herr Mehler) begangen hat bei der Ableitung seines Potential- 
ausdruckes in elliptischen Funktionen, liegt in der Anwendung divergenter Reihen, 
welche aus der Spaltung zweier Summen, von denen jede für sich konvergiert, 
in 5 getrennte Summen, von denen jeweils zwei divergieren, hervorgegangen 
sind. Prof. Schläfti hat in seinen Vorlesungen über das Potential an der Hoch- 
schule Bern auf diesen Irrtum Heines aufmerksam gemacht, und ich benutze bei 
meiner Arbeit meine Kollegienhefte, die aus diesen Vorlesungen hervorgegangen 
sind. Ich will zuerst den Irrtum Heines aufdecken und dann, wie mir scheint, 
eine naturgemäße Lösung der Aufgabe an die Stelle der Heineschen Lösung setzen 
mit Hilfe von Pol und Gegenpol. Merkwürdig ist, daß Heine dieses vortreffliche 
Hilfsmittel hier nicht anwendete, das er doch in $ 30 seines Handbuches 
beschreibt. — 

Der Radius der äußern Kugel sei a und derjenige der innern b, der Raum 
zwischen beiden Kugelflächen ist leer; der Pol, der in diesem leeren Raume liegt, 


habe die Polarkoordinaten (c, a, ß), also b <c<.a; der Bezugspunkt P, der eben- 
falls in diesem leeren Raume liegt, habe die Koordinate (r, , y); Punkte auf den 
beiden Kugelflächen sollen mit (a, 7, ®) und (b, n, ®) bezeichnet werden. Ist ö der 


Winkel, den die Strahlen vom Ursprunge nach den Punkten (a, n, ®) und (c, &, ß) 
miteinander bilden, so hat man cos = cosa cosn + sina sinn cos (w — a); 
sind P, und P, die Potentialbelegungen der beiden Kugelflächen, so hat man 


P=(a—2accsö +)’; P=(#®—2becost +)‘; 








und 
n=o on n=» b" e 
P,= 2, zur P* (cos £); P,= z, er P" (cos £) 


sind ihre Entwicklungen nach Laplaceschen Funktionen. Setzt man noch 
ame: b=o; c=medd; r=me; m=2r +i, 
so ist 
I. YVer.V(r, 6, y) 


m m 
n=@ BEE _ Ren jin 2 (o Ce P) _m —B) jin 2 (a Pr 0) 
= 2|le?: — P"(cosö)+e ? —— P" (cos) 
n=0 m m 
i fin. (a— B) fin, (a—ß) 
der Heinesche Potentialausdruck (Seite 59, $ 21). Wenn u positiv sehr groß ist, 


so kann man cof u und fin u annähernd durch a e" darstellen, und für eine 











2 
große, positive Zahl m sind daher die beiden Brüche 
m m 
— (a) in (e—P) _ Rp) iin Z (a — 0) 
c - und z = 
fin. (a — ß) fin Z (a—ß) 


m 


* 2 T 
annähernd gleich (7) und () ‚wo b<e<a;b<r<a; beachtet man 





190 Bigler, Über eine Heinesche Potentialaufgabe. 


noch, daß der absolute Wert von P" (cos) die Zahl 4 nicht überschreitet, so 
konvergieren die beiden Summen in der Gleichung I wie 


"E’() Pr (eos&) una "2° (2) Pr (eos 2) 


Um nun von hier aus die Form mit den elliptischen Funktionen zu. erhalten, 
wollen wir Heines Rate folgen und die obigen zwei Summen in 5 getrennte Summen 
spalten. = ist 


e ® "fin er - fin Z° — fin 7 fin I 7 (© +9) 


er € fin 5 (2 — y)— 5 cof . (2 +Yy)+ = cof 5 = (x — 4); 

setzt man hier 
z=a—y; y=o—ßf, soist +y=a—P—y+o; —y=a+ß—y-—o; 
und für 

x=y—Pß; y=a-—o hat man 

z+y=a—ßB+Yy-—o; —-y=y+to—a—P=—(a+ß—Yr—o); 

wenn nun abkürzend 

=ıa—P—-y+ro &=ea—P+Yy— 0 B=za+ß—y—e 
gesetzt wird, so ist 


m 2 (0 „) m 4 m 4 m 1 m 1 m 
‚fin 5 (e — P)= 5 fin 5 4 zn 5 7 wi $ı +5 cof DR, 
und 
-5 1-8) m 1. m 1. m 1 m 1 m 
e . fin D7 (a—e)= D} fin D &+ p} jin DI &3 oo.‘ co 5 &+ 5 cof D7 &3 


und für das Potential V ergibt sich der Ausdruck 
11. Ver V(r, 6, y) 


n=» N e 1 
_"5 (cos Er. 2 fin 5 & -1- fin 7 & _ cof 5 & auf coj 5 &, + 2 cof 5 | . 


fin (a—B) 





? 
= . = un die Sum- 
iin Z (a —Pß) 


mation geschieht nun mittels der Dirichletschen Integralform für P" (cosZ) und 
der Formel 





b 
Wenn g=e-«P = = gesetzt wird, so ist 


—— = —— $(— iu); ($S(u) = sin am u); 


+6 +6 
u sin Pay 


4) Piosy=+t - a 4: - 














V 2(cos  — cos ä' ” ) Y2%cos  — cos £) 





mi 


wi; 


mi 
hä 
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mit in 5 " £ und die zweite mit icof - 5 u multipliziert und addiert, so folgt 


fin & +6 m 
— li | or Mm (e+ig). SP, 
fin 2 ® 


u" 





wo R =Y 2(cos  — cos£) ist; 
wird ferner die erste der beiden Gleichungen 
2n—L ._mY 2n—;L mo d 


sın —Z- ie cos —. - dp 
(3) Pros =: 4 (4) 0-1 ER. nn 
V2(cosL E — cos ; 7 V2(cos © — cos 9) 


s 
mit coj 5 &E und die zweite mit (— : fin . &) multipliziert und addiert, so er- 
hält man 
WE A - gE 
— + P"(cos£) = 


fin 5 (e—P) 





wo R’ = Y2(cos © — cos p) ist. 
Wendet man nun die oben angegebene Summenformel auf die 5 Summen der 
Gleichung Il an, so erhält man die Heinesche Form des Potentials in den elliptischen 
Funktionen 


Il. Yer.V(r,6, y) = = /- s(z -(p +i8)) -5(Z(@ + | Ay] 64. 


" 
"am, [255 (P +138;) )-s(Elp+is) Bi 7. (p+ißy))| = . 


Dieser Aunlruck stimmt mit demjenigen Heines Seite 60, Z. 7/8 überein, denn bei 
ihm er. 


K K 
-Eptisd; Weit); m-p-iid; Wweilptis), 


nur hat er nicht gesehen, daß 


:K +L 
> „k. JS Sta) + S(u,))® n =(0 ist und 
2n—; 2n— 
K ’ d 
ga J (Su) + SW) Eh [ SW. 


Von seinen zwei a; u, und u, ist eines überflüssig, 


Berechnung des Unstetigkeitstermes im Ausdrucke III. 


1. Der Bezugspunkt P(r, 0, y) nähere sich dem Pole (ec, a, ß) auf der Kugel- 
fläche r=c. Wenn o = a ist, so hat £, seinen kleinsten Wert — (y — ß) und, 
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wenn 0 = ß, seinen größten (a — y); weil y zwischen a und ß gegeben ist, so kann 
&; die Werte — (a — ß) und (a — ß) nicht erreichen. Dagegen bleiben /, und /, 
stets positiv und bekommen, wenn oe =y wird, den gemeinschaftlichen Wert 


(aß). Dann ist =a+ß-27; 4-89) 


g= Fi & ), folglich s(Z (o +i8)) - > + L) = ‚ und 
Ks 
der Ausdruck für V unter III geht über in 
2n—i 
K . dp, ' 
 # 1% et) rl RA’ &g=a+ß—2y; 





s(E) 
= Y 2(cos & — cos 9); 
nun bleibe r = c und der Bezugspunkt komme auf der Kugelfläche r=c dem 
fingierten Pole (c,a, ß) sehr nahe; dann ist £ positiv sehr klein und der Abstand 





beider Punkte kann auf (c{) geschätzt werden. R’= 2]/(sin: 4 — — sin? =) kann, 


so lange als x noch klein genug ist, auf / 9% — £? geschätzt werden; das Integral 


2n—{ 

3 kS (7 (+ i&,)) = wird nicht unendlich groß, wenn Z£ gegen Null hingeht; 
s 

ich muß diese Behauptung näher NR. Das fragliche Integral kann durch 


ar u 
2kC ("= &)D >): ER Kyle) pr 


& 
ersetzt werden; als obere Grenze wähle man einen Wert ö, der immer noch so 





klein ist, daß man 2sin > durch & und 5 (=?) durch er ersetzen kann, 


für den aber 3 sehr groß ist. Den Nenner kann man durch 1 ersetzen; mit 


& 


Weglassung eines rue Faktors hat man dann 


d ——aL_ 2 
I a ER -31-(5), 


was aber zugleich Kite ö verschwindet. Das fragliche Integral bleibt also endlich 


und kann weggelassen werden, wenn es sich nur um den Unstetigkeitsterm von 
ö 











cV(r, 6, y) handelt. Dieser ist nun En. 2 ; setzt man 9 = BE 
. 5 Yp° du 2° cosu’ 
co/A= s ‚ so ist der Ausdruck nn. Ef da, also angenähert — 2 weil 


I 


u 1583 





f 
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sehr klein angenommen ist, und also A nahezu der Unstetigkeitsterm von 


| 


2 3 


eV ist also — Li und derjenige von V somit — als ob der Pol (c, a, ß) 


“ ec’ 
nicht nur fingiert, sondern ein wirklisher Massenpunkt mit der Masse (— 1) wäre. 
Und doch gilt in der Behandlung der zwischen beiden Kugelflächen enthaltene 


Raum als leer. Es genügt nicht, den Bezugspunkt P(r, 0, y) dem Pole (c, a, ß) 
nur auf der Kugelfläche r = c zu nähern, sondern die Annäherung soll in einer 
beliebigen Richtung geschehen, damit man wisse, ob der Unstetigkeitsterm über- 


haupt 


az 
Abstand 


sei oder nicht. 


2. Der Bezugspunkt (r, 6, y) nähere sich dem Pole (c, a, ß) in einer beliebigen 
Richtung. 
Wenn r=y—.o, so sind >. =L— “ &=L+ es, es sei 


ferner (der Kürze SEHEN 


(7 Je) DE) SC). 


T&)= - ; U) = 
eK) (Kr) BETTERRTTOE 





dann ist 
ja eh Fra dal) ' Ar 
VerV=- fr ++ AU) - U) - U) 
{ 
i ıiK N 
Weil 88 3) (ir) —iks(- &)=— sky so ist 
Be ben 


T(£&,) + T(&,) = (0 


und der erste Term im Ausdrucke für V fällt weg. Weil ferner 


+) = ig Dil+2)=—ign, 
so ist AC(L+2)D(L +2) = — Bu 


und ändert sich nicht, wenn man x durch (— x) ersetzt. Der einfachste all- 
gemeine Ausdruck für das Potential ist daher 


Ver V(r, ®, $) 
‚u fro@JolK ck) ecKnCKgs) 
& (mal 5) (kr) (Kr) _. nl) je 
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dp 











2(cos £ — cos sp)” 
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wo t=y—0, &=a+ß—2y+rist. Um den Unstetigkeitsausdruck für 


einen beliebigen Zugang des Bezugspunktes zum Pole zu bekommen, nehme ich 
beide, ö und r als unendlich klein erster Ordnung an und als obere Grenze einen 


Wert ö von niedrigerer Ordnung als der ersten, für den > und z sehr groß werden, 


L 
der aber immer noch erlaubt, (2) — ar und 2(1— cos) = 2 zu setzen. 
Dann ist mit Vernachlässigung solcher Werte, die neben dem Ergebnisse nicht in 


Betracht kommen 


und wenn w® = 9° — £? und als obere Grenze (für w) ö statt Yo? — £? gesetzt wird, 
so ist 





ceV=- a .- = 2 arct 
ET 2 Be a Tp 
”. w +0? +7 n ye+ 2% y?+% 
oder 
1 
cV = — — 
v?+% 


Der Pol sei mit A, der Bezugspunkt mit P und der Ursprung mit O bezeichnet; 
wegen des Winkels £ (= X AOP) kann r selbst als Projektion des Strahles OP 
auf den Strahl OA gelten, also e—r=c(1—e")= cr als Projektion des Ab- 
standes AP auf OA. Die Projektion des Abstandes auf die Kugelfläche ist c/; 
der Abstand AP selbst also cY{?+ =. Der Unstetigkeitsterm ist daher 

1 
— Abstand’ 
von welcher Seite her auch ? sich dem Pole nähern möge. In der Lösung der Po- 
tentialaufgabe ist ein Fehler enthalten. Wir untersuchen die 5 Summen der Glei- 
chung II auf ihre Convergenz und Divergenz. Mag o größer oder kleiner als y sein, 
so sind beide Ausdrücke (a — ß—y-+o) und (a— ß +yY — 6) immer positiv; 
für große positive Werte von m haben die 5 Brüche 


fin 5 Sı fin D) &2 coj a. & coj 7 &, cof - &, 


V- 


€ m m 


m m Br | en 
fin z (aß) nz (a—ß finz(e—P finz(a—P) fin, (a—P) 
als auftretende Koeffizienten in diesen Summen angenähert die Werte 
ry" ex" y\" C n b2 \" 
rer 
Ist nun 1. o>y, also r>c, so divergieren die erste und dritte Summe wie 


n=X „N 


= z P" (cos {), während die zweite und vierte Summe konvergieren wie 








al 
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n—% er n=& ®n 


Z - r- - P"(cosö) und die fünfte Summe konvergiert wie & — P" (cos 2); ist 


aber 2. oe <y, also r <.c, so divergieren die Summen 2 und 4, während die erste, 
dritte und fünfte Summe konvergieren. Der Fehler, den Heine begangen hat, 
liegt also in der Spaltung der zwei konvergenten Summen der Gleichung I in 
fünf andere, von denen je zwei divergieren und in der Anwendung der oben 
angegebenen Summenformel auf diese divergenten Reihen. Ein Ausgleich 
zwischen fin u und cof u, der sogleich die Konvergenz wieder herstellen würde, 
ist wegen der verschiedenen Intervalle (-Z <oe<L) und (<o<2r —L) 
der zwei Dirichletschen Integrale nicht möglich. 


Lösung der Heineschen Potentialaufgabe mittels Pol und Gegenpol. 


Beide Punkte, Pol und Gegenpol, liegen auf demselben Radius, der eine 
B innerhalb der Kugelfläche (b), der andere A außerhalb der Kugelfläche (a). 


Ihre Massen verhalten sich wie OB zum Radius a, gleichwie der Radius a zu OA; 
der Radius ist das geometrische Mittel zwischen den Abständen der zwei Pole 
vom Mittelpunkte. Beide legen auf der Kugelfläche dasselbe Potential ab. Im 
Folgenden werden bei jedem Pole zwei Werte eingeklammert; der erste ist die 
Masse, der zweite ist der Abstand des Poles vom Mittelpunkte 0. Der Radius, 
auf dem alle liegen, soll Achse heißen (pos. Richtung). Die Poldistanzen 0 oder 
n werden alle von dieser Achse an gezählt; die Azımute » werden gar nicht in 
Betracht kommen. Der im Zwischenraume befindliche fingierte Pol (1, c) soll 
herausgeschafft werden. Er legt auf der äußeren Fläche (a) dasselbe Potential 


2 
ab, wie der äußere Pol A o(-,- @) und auf der inneren Fläche (b) dasselbe wie 


der innere Pol B = - -} Aber nun hat A, auf der inneren Fläche (b) ein un- 


2 
gehöriges Potential abgelegt, das durch einen inneren Pol B u > ns weg- 


geschaflt wird; und D, hat auf der äußern En (a) ein ungehöriges Potential 


abgelegt, das durch einen äußern Pol Ak = getilgt wird. Aber diese 


b’b 
Pole 5, und A, legen wieder auf der äußern, innern Fläche ‚negative Potentiale 


a“ » 
ab, die von den mit positiven Massen begabten Polen A, — De’ Ber ), b, u 2) 


getilgt werden. Und so fort ohne Ende. Man bekommt folgende allgemeine 
Ausdrücke für die Pole: 


Asm-ı (— e u Bm (— ” für m= 12 3,...: 


hm’ bzm am ’ qm 
am+1l qZm+2 bm+1 2m-+-2 3 f 
Azm me ’ Ge}; Bank, : m) für m = 0, 1, 2, .... 


Es sei nun /(r, ®, y) ein Punkt im leeren Raume, also b <r <a, und in bezug 


auf denselben soll das Potential aller dieser Massen hergestellt werden, 
26* 
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1. Potential V?” aller Massenpunkte A,,, 
(Die Punkte liegen außerhalb der Kugel («)) 
am+1 


Ve an 
\"-* Ting 0080 +) 


und die Entwicklung nach Kugelfunktionen gibt 














n=» mo n nn wantEm, 
BB n 
hier ist aber 
M=& b(2n +1)m adn+1 
mo aentim — nF _panH? 
daher 
u n= © r” er n= % 
vr —_= 5 nF _ frr 7 P"(cos 0); diese Summe konvergiert wie & (5 ) pr gone 6). 
n=() _— 


2. Potential V}” aller Massenpunkte B,,. 
(Die Punkte B3„ liegen innerhalb der Kugel (b)) 











bm+1 

m= © ame n= b2n+2 m= &© hian+ 1)m 
v’” ot ni Pr. n A 

m=(0 b?m+2 2m+2\2 Er p+le et (cos 6) ER a(2n+1)m | ? 

ni EEE U 
r®—2r img 608 0 + ( mn } 
hier ist nun 
n= & b(2n-+1)m am+ı 








n=o a@n+1m — gen+1__ hen+1 ; 
folglich ist 
von ” "z _  (ab)’"+1 
ur (er)"+1(adm+ı — -ber+1) 


n= © 


Die Reihe konvergiert wie 2 


« P"(cos 0). 





b?r 
P" (cos 0 
(ern (cos 6). 
3. Potential V?”"! aller Massenpunkte A,, , für m =1,2,3,...). 
(Diese Punkte liegen außerhalb der Kugel (a)) 




















am 
m=% hm ) am n=» m b2m(n+1) 
2m—1 __ 2 ' n 
ve 2, azm -E/- bm n=ı a2mn+1)en+1 P (cos 9) |, 
/ r? —2r- © cos 0 + + 
an Hm) 
oder 
vs "z M= Rn b(2n-+1)m 
mMm— n . 
V; = 2 2 -- ri P"(cos 0) 2 re]; 
M=& h(2n+1)m ben+1 Mm=& b(m—1)(2n+1) hban+1 M= 8 bmi(2n +1) b’n+1 
m—ı alen+im — genti yo gam—l)@n+)) — gan+i „oo am@n+ı) — gen+i__ pan+ı? 


somit 
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Re n= % b?n+irn ö 
v, ” 2 en +ilgdntı — b?r+1) - P"(cos 6) 





und konvergiert wie 
n=%® ‚h2r nr ri 
2 (>) P"(cos 6). 


4. Potential aller Massenpunkte B,„-ı (für m =1,2,3,...). 
(Diese Punkte liegen innerhalb der Kugel (b)) 








bm 
= mM % am m= © bmn=o h2mn en 
ee Bi By beme 2 bene‘? m [2 a?mn pr+1 ah 0) 
% — 2r 2 cos +( =) 
Gt Z|- 2 P" (cos 0) E rss] a oe P"(cos 6) 
n=0 pn+1 "m=ı a(2n+1)m n=0 rrtl(gintı _ — b?r+1) I 


n=® 


23 .,n 
und konvergiert wie die Summe & ( er P"(cos 6). 


Das Gesamtpotential aller Massenpunkte ist daher 
V=- gm au > + a + ee oder 


2 2 ieh + ent Per. ee. a -1 + ee | 
2 (ere+1,. (adn+ı — bir+1) 





V(r,6, y) = . P" (cos 9). 


Dieser Ausdruck für das Potential stimmt mit der Heineschen Formel (hier unter 
Gleichung I) überein, wenn man dort @ = (0, also © = 6 setzt; V hat im Zwischen- 


raum überall einen endlichen Wert, also auch im fingierten Pole (c, @, 8). Für 
r=a oder r=b verwandelt sich der Ausdruck für V resp. in 


y 1 
P" (cos 

n= (0 N ri ( )= Ver. ”. 2 = ri 

2 pn 1 P" (cos 0)= an 1 u . 

ge Ve —2bcecos6 +b? 


also in die gegebenen Potontialbelegungen der zwei Flächen. 


Berechnung der Dichtigkeiten und der Massen auf den beiden Kugelflächen. 


Um die Dichtigkeiten der zwei Belegungen zu bestimmen, muß man sich 
diese allein vorhanden und die Hilfspole A und B (mit Zeigern), die nur dazu 
dienten, das Potential V, im Zwischenraume zu berechnen, weggeschaflt denken. 
Bedeutet dann V, das Potential beider Belegungen im ganzen Raume außerhalb 
der äußeren Kugelfläche, V, dasjenige im ganzen von der inneren Fläche um- 
schlossenen Raume und setzt man 


n=& 


n= © n r” m P 
Vvı= 2 V;, wo Vi = a P*(c056); V,= & v,, wo = onzı P" (cos 6) ist; 


ebenso sei k, die Dichtigkeit der Belegung der äußern Fläche und %k, die der 


innern, und setzt man 
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kı = 2 KM -E k,; dann ist 

1 ß 16) v" V" fü Di d 

m u ) fürfr=a un 

un a era a 
u re 0) für r=b; es ist aber 








vv, —-Vi= A (m 1) P"(cos 0); (m =2n +1) 


pr+i 


| 1 an — cm b 
Ve le 


% 2n +1 ar (cir+1 ww; ber+1) 
#2 An +1. (adr+ı au b2r+1) 
_2n +1 br—1.(adn+ı _ ean+1) 


ka om RT (amrt— gern) "P(00s 9). 





) P"(cos ), folglich 


« P"(cos 6); 








Die Reihen für k, und k, konvergieren nach Art geometrischer Reihen mit den 


c b 
Quotienten — und —. 
a c 


Die Gesamtmasse der äußern belegten Kugelfläche ist 


M, = // has; 


weil aber f; T P"(cos0)dö = 0 ist für n=1,2,3,..., so ist die Gesamtmasse 


a c—b 
PIE Be 3 


Ebenso erhält man für die Gesamtmasse M, der innern belegten Kugelfläche 
(b) den Wert 











ba—c 
under ca—b 
und als Summe aller Massen beider belegten Kugelflächen 
ei _en—i1)_ 
er: er 


also gleich derjenigen des fingierten Poles. 
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Über die Einzigkeit der beiden Fundamentalsätze 
der elementaren Zahlentheorie. 
Von Helmut Hasse in Halle (Saale). 


Im Mittelpunkte der elementaren, mit den rationalen Zahlen beschäftigten 
Zahlentheorie steht einerseits der Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Prim- 
faktoren, andererseits das quadratische Reziprozitätsgesetz. Ich bezeichne diese 
beiden Sätze im folgenden als 7. und 2. Fundamentalsatz der elementaren Zahlen- 
theorie. Die nachstehenden Betrachtungen verfolgen den Zweck, diese beiden 
Fundamentalsätze von einem höheren Gesichtspunkt aus zu überschauen, der sie 
gewissen der Analysis entnommenen Begriffsbildungen unterordnet, und ihre 
Einzigkeit von diesem Standpunkt aus darzutun. 

Faßt man die in dem Worte: Zahlentheorie liegende Aufgabe im weitesten 
Sinne, so wird die Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen gefordert, wobei es 
genügt, unter Zahlen die natürlichen Zahlen zu verstehen, auf die sich alle weiteren 
Zahlen zurückführen lassen. Unter diese Aufgabe fallen dann alle, mit Zahlen be- 
schäftigten Disziplinen der Mathematik, also außer dem gewöhnlich unter Zahlen- 
theorie (im engeren Sinne) verstandenen Komplex die gesamte Analysis‘). Daß 
die Analysis in der Tat kein gegenüber der Zahlentheorie i. e. S. streng abgrenzbares 
Gebiet ist, zeigt schon das bisher nicht zu umgehende Auftreten analytischer Be- 
weise für rein zahlentheoretische Sätze, wird aber auch durch die folgenden, in die 
Grundlagen hinuntersteigenden Ausführungen verständlich. 

Wir denken uns die natürlichen Zahlen auf mengentheoretischer Grundlage 
definiert. Welchen der so möglichen Wege (Dedekind, Zermelo, Russell) man auch 
geht, immer sind es zwei Grundtatsachen die dabei hervortreten: Die Anordnung 
und die beiden Rechenoperationen Addition und Multiplikation. Auf Grund der 
letzteren werden in bekannter Weise die rationalen Zahlen eingeführt, während 
die erstere bei der dann erfolgenden Einführung der reellen Zahlen ausschlaggebend 
ist. Eine rein aufbauende Betrachtung wird diese Tatsachen hinnehmen und von 
ihnen bei der Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen Gebrauch machen; 
eine rückschauende Betrachtung, wie wir sie vorhaben, wird die Auswirkungen 


1) Nicht aber die Algebra; diese ist abgesehen von ihrer selbständigen Bedeutung eine bloße 
Hilfswissenschaft der Zahlentheorie; denn jedenfalls nach der modernen Auffassung sind ihre Ob- 
jekte nicht Zahlen, sondern formale Gesetze des Rechnens mit Zahlen, wie sie in den Definitionen 
der in der Algebra studierten Bereiche: Körper, Integritätsbereiche, Ringe, Gruppen usw. zugrunde- 


gelegt werden. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heit 4. 8 
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dieser beiden Tatsachen in dem weiteren Aufbau der Zahlentheorie genau verfolgen 
wollen. Das geschieht, indem jenen beiden Grundtatsachen entsprechende, ab- 
strakte Begriffe gebildet werden, die von der inhaltlichen Bedeutung der in ihnen 
vorkommenden Elemente als Zahlen frei sind, und die einzig und allein den in ihnen 
liegenden formalen Gehalt verkörpern. So entspringt aus dem Tatbestande der 
Rechenoperationen, wie er nach der Erweiterung auf die rationalen Zahlen vorliegt, 
der Begriff des Körpers als eines abstrakten Elementbereiches X, in dem für je zwei 
Elemente a, b zwei Verknüpfungen a +b, a :b erklärt sind, die den formalen Ge- 
setzen genügen: 


(1) a+b=b-+a 3) a.b=b.a 
2) (a+b)+c=a+(b-+e) (4) (a.b).c=a.(b.e) 
5) a.(b+c)=a.b-+a.c. 
(6) a+x=b ist stets und ein- (7) a.x=b ist für a+ 0!) stets 
deutig durch ein x aus Ä lösbar. und eindeutig durch ein x aus K lösbar. 
Aus dem Tatbestande, wie er bei der ebenfalls auf den Körper der rationalen Zahlen 
erweiterten Anordnung vorliegt, entspringt ferner der Begriff des geordneten Körpers 


als eines Körpers, für dessen Elemente noch eine Anordnungsrelation a < b erklärt 
ist, die den formalen Gesetzen genügt: 


(8) Es ist stets a <b oder a=b oder b <a mit gegenseitigem Ausschluß. 
(9) Aus a <b, b<e folgt a<c. 

(10) Aus a<db folgt a ze <b +c. 

(11) Aus a <b, O0 <ce folgt ac <be. 


Auf den in (1)—(11) zusammengefaßten Tatsachenkomplex, der bei den 
rationalen Zahlen erfüllt ist, baut bekanntlich die reelle Analysis auf, indem sie auf 
Grund von (1)—(11) die Erweiterung zum ebenfalls geordneten Körper der reellen 
Zahlen vornimmt. Die elementare Zahlentheorie i. e. S. scheint zunächst, dem 
Gehalt der in ihr behandelten Sätze, insbesondere der beiden Fundamentalsätze 
nach, lediglich auf den in (1)—(7) liegenden Tatsachenkomplex gestützt. Daß dies 
in Wahrheit nicht der Fall ist, zeigt schon der Beweis des 1. Fundamentalsatzes, 
in dem neben der notwendig zu benutzenden inhaltlichen Bedeutung der Körper- 
elemente als rationale Zahlen gerade auch die Anordnungsgesetze der rationalen 
Zahlen unentbehrlich sind (Euklidischer Algorithmus, Endlichkeit der Teilerzahl). 


Teil I. 


Es ist nun aber eigentlich nicht die Tatsache, daß die rationalen Zahlen einen 
geordneten Körper bilden, die beim Beweis des 1. Fundamentalsatzes ausschlag- 
gebend ist, sondern vielmehr nur die Tatsache, daß sich für sie ein absoluter Betrag 
einführen läßt. Um die Auswirkung dieser Tatsache in der Zahlentheorie zu unter- 
suchen, hat man wieder aus den beim absoluten Betrag vorliegenden Verhältnissen 
einen abstrakten Begriff zu schaffen. So entsteht der Begriff: bewerteter Körper ?), 
den wir hier, etwas abweichend von dem bisher üblichen, folgendermaßen fassen: 





!) Die Existenz des Elements O0 in K folgt bekanntlich aus (1), (2), (6). 
2) Kürschäk, ds. Journ. Bd. 142 (1913). 
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Es sei K ein geordneter Körper, in dem keine im Vergleich zu den rationalen 
Zahlen !) ‚„unendlich-kleinen‘ oder ‚„‚unendlich-großen‘‘ Elemente vorkommen, d.h. 


(12) Aus O=<Sa<e für jedes rationale e> 0 aus K folgt a = 0. 


Einen solchen Körper K nennen wir kurz einen Wertkörper. Wenn nun in einem 
Körper K eine solche Funktion (a) der Elemente a von K mit Werten aus K (also 
eine Abbildung von Ä auf Elemente aus K) existiert, daß 


(13) (0) =0, Hla)>0O füraF+O 
(14) p(a:b) = (a): p(b) 
(15) y(la+b)S (a) + p(b) 


ist, so nennen wir K einen durch die Bewertung % bewerteten Körper. Hiernach ist 
speziell jeder Wertkörper K durch die Funktion 


(0) =0, Yla) =a für a>(0, Hla) = —a für a<O 
bewertet. Wir nennen dies die absolute Bewertung des Wertkörpers und gebrauchen 
für sie das übliche Zeichen |a|. Ferner besitzt jeder Körper die identische Bewertung 


90) =0, gyla) =1 für a+I. 
Als Folge aus (15) nennen wir noch die für jede Bewertung von K gültige Relation 


(15°) yla —b) = |pla) — plb)|, 
durch die @ mit der absoluten Bewertung des Wertkörpers verbunden ist. 

Jede Bewertung @ eines Körpers Ä führt zu einem bewerteten (nicht not- 
wendig echten) Erweiterungskörper K von K nach dem Schema der Cantorschen 
Erweiterung des rationalen zum reellen Zahlkörper. Nennt man nämlich in Über- 
tragung des gewöhnlichen Konvergenzbegriffes eine Elementfolge (a,) aus X kon- 
vergent, bzw. das Element a aus K ihren Grenzwert (a = lim a„) bezüglich x, wenn 


n—% 


zu jedem e> O0 aus K ein n,(e) existiert, so daß 

(16) Planım — Mm) <e für alle n>n,(e), m> 0 
bzw. 

(17) yla —a,) <e für alle n>ny(e), 
so ist zwar jede Folge mit Grenzwert konvergent, aber es hat nicht notwendig jede 
konvergente Folge einen Grenzwert. Wenn letzteres stets der Fall ist, heißt X 
perfekt bezgl. 9. Definiertt man nun im Bereich Ä aller bezgl. 9 konvergenten 
Folgen (a,) aus K die Gleichheit durch die Festsetzung 


(18) (a„) = (b„), wenn lım (a„ — 5b.) = 0 


n—>® 


und die Rechenoperationen Addition und Multiplikation durch die bezgl. (18) 
eindeutigen Festsetzungen 


n b„) SER (a, + b„) 
19 (an) + ( 
En (an) + (01) = (an bu), 
so ist K ein Körper bezgl. (18), (19) und enthält in Gestalt aller konvergenten 
Folgen (a,„) mit Grenzwert a einen auf Grund der Zuordnung (a,„)<—>a zu K 





!) Ein geordneter Körper hat notwendig die Charakteristik 0, enthält also einen zum ratio- 
nalen Körper isomorphen Teilkörper. 


28* 
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isomorphen Teilkörper. Vollzieht man ferner für den Wertkörper K bezüglich 
dessen absoluter Bewertung die entsprechende Erweiterung zu einem Körper K, 
der durch die Festsetzung: 


(20) (m) <(ß,), wenn u +e< ß„ mit einem festen e> 0 von einem n, an, 


die für den Teilkörper K mit der in K bestehenden Anordnungsvorschrift überein- 
stimmt, geordnet wird und sich überdies ebenfalls als Wertkörper herausstellt, 
so induziert die Bewertung » von K durch die Festsetzung 


(21) (a) = (p(a,)) für a = (a,) 


eine Bewertung 9 von K mit dem Wertkörper K, die für den Teilkörper X mit der 
Bewertung @ von K übereinstimmt. Bezüglich dieser induzierten Bewertung gilt: 


(22) a=lma, für @= (a,), 


n—>R 


so daß die eben gegebene Definition (21) von g auch in der Form 
(21’) o(a) = lim o(a,) für a= lim a, 


geschrieben werden kann, wo die erstere Grenzrelation bezgl. der durch die absolute 
Bewertung von K induzierten, nach (20) ebenfalls absoluten Bewertung von K zu 
verstehen ist. Nach (22) lassen sich die Elemente @ von K sämtlich als Grenzwerte 
bezgl. 9 von bezgl. p konvergenten Folgen aus K darstellen‘). Schließlich erweist 
sich der Körper K als bezgl. $ perfekt. Man nennt K den derivierten Körper bezgl. y 
zu K. 

Der identischen Bewertung @, von K entspricht natürlich X selbst als deri- 
vierter Körper. Ebenso ist ein bezgl. @ perfekter Körper mit seinem derivierten 
identisch. Zwei Bewertungen, bezgl. deren Konvergenz- und Grenzwertrelationen 
gleichbedeutend sind, nennen wir äquivalent. Äquivalente Bewertungen führen 
zu demselben derivierten Körper (aber, wie das Beispiel der identischen und 
einer anderen Bewertung eines bezgl. der letzteren perfekten Körpers zeigt, nicht 
notwendig umgekehrt). 

Der rationale Zahlkörper, den wir im folgenden durchweg mit $ bezeichnen, 
besitzt zunächst die absolute Bewertung |a|, für die wir aus später ersichtlichen, 
bezeichnungstechnischen Gründen (a) schreiben wollen. Ihr entspricht als deri- 
vierter Körper der reelle Zahlkörper &,. 

Aus (12) folgert man leicht, daß der derivierte Körper K jedes Wertkörpers K 
zum reellen Zahlkörper isomorph ist. Jeder Wertkörper K ist also zu einem Teil- 
körper des reellen Zahlkörpers isomorph und kann infolgedessen durch reelle Zahlen 
repräsentiert oder sogar, da der Übergang zu einem K umfassenden Wertkörper K 
für die mittels K erklärten Bewertungen nichts ausmacht (vgl. Anm. 1), direkt 
als der reelle Zahlkörper angenommen werden?), was im folgenden geschehen 





1) Da bei 9 in (16), (17) alle &>0 aus K, bei y nur alle e>0 aus K in Betracht zu ziehen 
sind, sind g und %, obwohl sie für die Elemente aus K dieselben Werte haben, zunächst zu unter- 
scheiden. Diese Unterscheidung wird aber unnötig, weil nach (12) Konvergenz- und Grenzwert- 
relationen in K bezgl.y und % gleichbedeutend sind. Wir schreiben daher im folgenden auch ein- 
fach p für g. 

2) Aus diesem Grunde wurde in der Bewertungstheorie bisher der Wertkörper K gleich von 
vorneherein als der reelle Zahlkörper angenommen. Die vorstehenden Ausführungen, die übrigens 
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soll. Der reelle Zahlkörper trıtt dann im folgenden unter zwei verschiedenen Ge- 
sichtspunkten auf, einerseits als derivierter Körper $, für eine spezielle Bewertung 
des unserer Untersuchung zugrunde liegenden rationalen Zahlkörpers $, anderer- 
seits als Wertkörper K für alle Bewertungen von &. Wir halten aus methodischen 
Gründen an diesem Unterschied auch in den Bezeichnungen $,, K fest. 

Wie eben schon angedeutet, besitzt außer der absoluten Bewertung 


(23 a) Pola) =ja| = er, (a+0) 
und den zu ihr äquivalenten 
(24 a) Pula) = Hola) = ja] = getie . 16%$0) 


mit einem reellen, der Bedingung 0 < s„ = 1 unterworfenen Parameter s,. noch 
weitere, hierzu und zur identischen Bewertung nicht äquivalente Bewertüngen, 
deren Existenz man aus dem 1. Fundamentalsatz erschließt. Nach diesem Satz 
besitzt nämlich, wenn p eine feste, positive rationale Primzahl ist, jede rationale 
Zahl a0 eine eindeutige Darstellung: 


a = pr ®a,, (a,(a) ganz-rational, a, prim zu p), 


wo die Funktion a,(a) — an dieser Bezeichnung halten wir im folgenden fest — 
die sog. Ordnungszahl von a für p ist. Setzt man dann 


(23 b) Pla) = per, (a+0), 
so ıst das eine Bewertung von $t, aus der die Serie äquivalenter Bewertungen 
(24 b) D,(a) uni Y7’(a) u p pr her a (a + 0) 


mit einem reellen, der Bedingung s,> 0 unterworfenen Parameter s, entspringt. 
Der zugehörige derivierte Körper ®, ist der Henselsche Körper der p-adischen 
Zahlen. Wir setzen für das folgende fest, daß der Buchstabe p alle positiven ratio- 
nalen Primzahlen inkl. des Symbols © durchläuft; dann sind wegen der Verschieden- 
heit (Nicht-Isomorphie) der derivierten Körper $, untereinander und von $ die 
sämtlichen Bewertungen @, untereinander und zu @, inäquivalent. Herr Ostrowski 
hat gezeigt!), daß 8 außer den ®, keine weiteren Bewertungen besitzt. Die ®, bilden 
somit bei jeder festen Wahl der Parameter s, ein vollständiges Repräsentanten- 
system von untereinander und zur identischen nicht äquivalenten Bewertungen 
von $. 

Für das normierte Repräsentantensystem @, gilt nun auf Grund des 1. Fun- 
damentalsatzes das Produkttheorem 


(25) ITp,(a) = Pula). 
Fordert man das Bestehen der entsprechenden Relation 
(26) I ®,(a) = _o(a) 





unter Berufung auf die bekannte Cantorsche Theorie der Fundamentalreihen knapp gehalten werden 
durften, zeigen aber, daß man die Cantorsche Theorie der reellen Zahlen in den Aufbau der all- 
gemeinen Bewertungstheorie und die darin erfolgende Konstruktion des derivierten Körpers als 
Spezialfall einbeziehen kann, ohne sie voraussetzen zu müssen. 

1) Acta math. 41 (1917). : 
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für ein nicht in der speziellen Weise (23a, b) normiertes vollständiges Repräsen- 
tantensystem ®, untereinander und zur identischen nicht-äquivalenter Bewer- 
tungen von $t, so folgt durch Einsetzen aller Primzahlen p für a, daß alle s, einem 
einzigen reellen Parameter s (nämlich s,) gleich sein müssen. Wir können somit 
das Ergebnis unserer bisherigen, den 4. Fundamentalsatz rückschauend einbe- 
zıehenden Betrachtungen in folgendem Theorem zusammenfassen: 

(I.) Das allgemeinste vollständige Repräsentantensystem untereinander und zur 
identischen nicht-äquivalenter Bewertungen des rationalen Zahlkörpers wird durch 


P.(a) = pir(a) = ei» !elel 
D,(a) = pP (a) = er 
gegeben, wenn die verfügbaren Parameter s, irgendwie als reelle, den Bedingungen 
>00, 0 <s» 1 unterworfene Zahlen gewählt werden. Wählt man die s, alle 
gleich einem reellen, der Bedingung 0 <s=1 unterworfenen s, so gilt für die so 
normierten 


(24a, b) D,(0) =0, | für a+0 


D,(a) = (a) 
das mit dem 1. Fundamentalsatz äquivalente Produkttheorem 
(26) 110,(a) = Yola). 
Umgekehrt müssen, damit dieses Produkttheorem gilt, die Parameter s, wie angegeben 
gewählt werden. 


Teil II. 

Wir wenden uns nunmehr zur Einbeziehung auch des 2. Fundamentalsatzes 
in den Kreis unserer Betrachtungen. Dazu haben wir unsere der Analysis ent- 
nommen Begrifisbildungen auf der Grundlage der Bewertungstheorie weiter 
auszubauen. In einem durch ® bewerteten Körper X kann man neben den bisher 
aus der Analysis herangezogenen Begriffen Konvergenz und Grenzwert auch den 
Begriff stetige Funktion sinngemäß erklären. Um ‚unvernünftige‘‘ Funktionen 
auszuschließen, ist es dabei zweckmäßig, als Argumentmenge nicht nur den 
Körper K, sondern den zu 9 gehörigen derivierten Körper K zugrundezulegen. 
Wir unterscheiden dann zwei Arten bezgl. p stetiger Funktionen in K: 

1. stetige Abbildungen von K auf Elemente von K, d.h. Funktionen y der 
Elemente von K mit Werten aus X, die der Bedingung genügen: 


zu jedem a, aus K und e> 0 aus K existiert ein ö(a,, &)> 0 ausK, so daß 
(27) 
plyla) — ylay)) <e für Pla —a,) < dla, €), 

2. stetige Abbildungen von K auf Elemente des Wertkörpers K (also auf reelle 
Zahlen), d.h. Funktionen x der Elemente von K mit Werten aus K, die der Be- 
dingung genügen: 

zu jedem a, aus K und e> 0 ausK existiert ein ö(a,, &)> 0 ausK, so daß 
(28) | i 
Ix(a) —xla,)| <e für Pla —a,) < Ölay E). 
Offenbar ist y,(y,(a)) mit y, und y, stetig von der 1. Art und x(y(a)) mit x stetig 
von der 2. Art, wenn y stetig von der 1. Art ist. Die einfachste stetige Funktion 
1. Art, für die nämlich (27) trivial wird, ist die identische Abbildung y,(a) = a 
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von K auf sich. Ebenso ist die einfachste stetige Funktion 2. Art die Bewertung 
selbst, für die (28) auf Grund von (15’) trivial wird. 


Die Theorie der bezgl. der Bewertungen 9, des rationalen Zahlkörpers $t 
stetigen Funktionen 1. Art ist durch Herrn Hensel!) weitgehend entwickelt und 
ihre Bedeutung für die Zahlentheorie i. e. S. von $ klargelegt worden, so daß wir 
hier auf eine nähere Ausführung verzichten können. Sie führt zu der weiter 
unten zu benutzenden, eindeutigen multiplikativen Darstellung?) der Elemente 
a0 eines Si, in der Form: 


er 1yFeW 


a) p=®n: a=e Yes in R« 3) 


Bs(a) mod. 2 
— 92: _ YAr(a) A,(a) 91 71(a) et,(a) rn 
b) p=2: a= 2 yo +20, (Ara) mod. 2 


y.(a) ganz in 8, 


«.(a) ganz-rational 
(c) Pp=M: = RL PA 6 a“ ya“, (mo mod. g— 1 ). 


yy(a) ganz in $, 


wobei hier wie im folgenden g die ungeraden positiven rationalen Primzahlen durch- 
läuft, r, eine feste der in $}, vorhandenen primitiven (g — 1)-ten Einheitswurzeln 
ist und die in den Exponenten auftretenden Funktionen von a — an deren Be- 
zeichnung im folgenden festgehalten wird — den angegebenen Bedingungen ge- 
nügen ®). 

Während die Theorie der bezgl. der %, stetigen Funktionen 1. Art in 8 mit 
den Beziehungen der rationalen Zahlen zu je einem einzelnen p (also mit den sozu- 
sagen lokalen Eigenschaften der rationalen Zahlen) eng zusammenhängt, ist die 
Theorie der bezgl. der , stetigen Funktionen 2. Art in $? mit den viel tiefer liegenden 
Beziehungen der rationalen Zahlen zu allen p gleichzeitig (also den sozusagen inte- 
gralen Eigenschaften der rationalen Zahlen) aufs innigste verknüpft °). Es hat 


!) „Zahlentheorie*, Berlin 1913. 

2) Hensel l. c. und ds. Journ. Bd. 146, S. 190—19. 

3) Nach einem mündlichen Vorschlag von Herrn Hensel wähle ich hier die Bezeichnung «, (a) 
statt der bisher von Herrn Hensel und mir verwendeten y„(a); in der Tat entspricht der Faktor 
e"»(® _ y„(a) inhaltlich besser den ersten Faktoren 2° — a: ga) — u in (b) und (e) 
als den letzten, zu denen vermöge des Wertbereichs der Exponenten nur eine stärkere formale 
Analogie besteht. 

*) Die «,(a) haben für pw dieselbe Bedeutung wie bisher; der Einheitlichkeit halber ist 
ferner «„(a) für lg |a| geschrieben. 

5) Es sei auf die von Herrn Hensel gern als Ausgangspunkt seiner Theorie der p-adischen 
Zahlen hingestellte Analogie der Theorie des rationalen Zahlkörpers 8 zu der des Körpers 3 aller 
rationalen Funktionen einer komplexen Variablen z mit komplexen Zahlkoeffizienten hingewiesen 
(vgl. z.B. dessen „Theorie der algebraischen Zahlen“, Leipzig 1908, Vorrede und Cap. I, $1), bei der 
den einzelnen p die einzelnen Stellen z=a der komplexen Zahlenebene und insbesondere p = «& 
die Stelle s= & entspricht. Auch in der Theorie von 3 sind die Sätze integralen Charakters — 
(z. B. das dortige Analogon zum 1, Fundamentalsatz und der Satz, daß eine an allen Stellen ra- 
tionalen Charakter besitzende Funktion auch überhaupt rational ist) — von viel tieferliegender Be- 
deutung, als die Sätze lokalen Charakters, die sich auf das Verhalten der rationalen Funktionen 
in den Umgebungen einer einzelnen Stelle beziehen. In der Theorie von 3 kann man der Be- 
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das seinen Grund darin, daß die stetigen Funktionen 4. Art nicht aus den einzelnen 
X, herausführen, während bei den stetigen Funktionen 2. Art der allen gemeinsame 
Wertkörper K als Bindeglied zwischen den einzelnen $, auftritt !). 

Es ist eine besondere Klasse von bezgl. @ stetigen Funktionen 2. Art in Ä, 
dıe für den Spezialfall der Bewertungen 9, von $ in der angekündigten engen 
Beziehung zu den Sätzen integralen Charakters über $ steht, nämlich die den 
weiteren Bedingungen 

(29) x(0)=0, xa)+0 füra+o0 

(30) x(a) -x(b) = xla) - (b) 
unterworfenen solchen Funktionen. Wir nennen diese Funktionen x Charaktere ?) 
von K bezgl. 9. Zu ihnen gehört speziell die Bewertung 9 selbst; die Beziehung 
der speziellen Charaktere 9, von 8 zu dem integralen Charakter besitzenden 
1. Fundamentalsatz bildete den Inhalt des ersten Teiles unserer Betrachtung. 
Die die Charaktere von Ä bezgl.  festlegenden Axiome (28)— (30) gehen aus den 
Axıomen (13)—(15), die den speziellen Charakter & festlegen, hervor, indem (14) 
als (30) beibehalten, (15) bezw. das damit äquivalente (15’) durch das allgemeinere 
(28) ersetzt und sinngemäß (13) zu (29) verallgemeinert wird. Den durch die iden- 
tische Bewertung 9, gelieferten Charakter nennen wir den identischen Charakter 
und bezeichnen ihn im jetzigen Zusammenhang auch mit y,, also 


40) =0, la) =1 für a+0°). 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle Charaktere von ® bezüglich der nicht- 
ıdentischen*) Bewertungen @, zu finden. Dazu stützen wir uns auf die oben ange- 


zeichnung integral neben dem hier gemeinten: auf alle Stellen bezüglich noch den weiteren Sinn 
beilegen: auf den Cauchyschen Integralsatz und die Cauchyschen Integralformeln zurückgehend. In 
der Tat sind alle Sätze integralen Charakters über 3 leicht zu gewinnende Folgerungen aus diesen 
Integralsätzen. In der Theorie von 8 hat man bisher kein Analogon zn den Cauchyschen Integral- 
sätzen und wird wohl auch schwerlich ein solches finden können. Nach den Ausführungen dieser 
Anmerkung sind aber die Sätze integralen Charakters über 8, wie z. B. die beiden Fundamental- 
sätze sowie das in meinen früheren Arbeiten über quadratische Formen in 8 auftretende Funda- 
mentalprinzip (ds. Journ. Bd. 152, S. 130; (IL); S. 208, (II.); Bd. 153, S. 24, Satz 11; S. 30, 
Satz 16; S. 33, Satz 19) als Äquivalent der Cauchyschen Integralsätze in 8 anzusehen. 

!) Die Tatsache, daß dieses Bindeglied K mit dem speziellen X übereinstimmt, ist im 
Rahmen unserer Überlegungen als ein merkwürdiger Zufall anzusehen. (Vergl. die Ausführungen 
auf S. 203 oben.) 

?2) Das geht insofern über die Terminologie der Gruppentheorie hinaus, als wir außer den 
dort gestellten Forderungen (29), (30) noch die Stetigkeitsforderung (28) stellen, (die sich übrigens 
vermöge (29), (30) auf die Forderung der Stetigkeit an den Stellen a, =0 und a,=1 reduziert). 
Ein Charakter y von K bezgl. y liefert also eine bezgl. p stetige „Darstellung“ der multiplikativen 
Gruppe des derivierten Körpers X durch reelle Zahlen. 

3) Es sei darauf hingewiesen, daß y, wegen der auch auf a,=0 erstreckten Stetigkeits- 
forderung (28) nur dann Charakter bezgl. p ist, wenn O0 keine Häufungsstelle der Werte von ist, 
was im Falle 8 nur für die identische Bewertung zutrifft. 

*) Die Charaktere bezgl. Y, interessieren uns hier nicht; für 9, wird bei jedem %k die Stetig- 
keitsforderung (28) inhaltlos, und die Charaktere von K bezgl. y, sind identisch mit den nur (29). 
(30) genügenden Funktionen x. d. h. mit den reellen Charakteren der multiplikativen Gruppe von 
K(- K) im Sinne der Gruppentheorie. 
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gebenen, eindeutigen multiplikativen Darstellungen (a), (b), (c) der Elemente 
a$+0 eines $,. Es seien u,, d%,, w, die Werte eines Charakters y, von $ bezgl. 
der Bewertung 9, für die den Exponenten a,, ß,, y, entsprechenden Basiselemente 
(w. fällt weg). Diese Werte sind Zahlen aus K, die wegen (29) von 0 verschieden sind. 


a) p=e. 
Xale) = Un, Xul— 1) = ir. 
Nach (30) muß v„ eine 2-te Einheitswurzel sein, so daß wir 
v2 =%e(—1)= (1, (B,=0 oder 1)}) 

setzen können und dann nach (30) 

(a’) ale ke 
haben. 

Wir zeigen nun ferner, daß u„ > 1 ist. Da nämlich die Relation 


lime”"=0 bezgl. 9, 


n>aD 


gilt, folgt aus (28) das Bestehen der Relation 
lımy,(e”) =y,(0) = 0 bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


n—>2 


Nun ist nach (30) 
ze") = ale", 
und diese Folge kann nur dann bezgl. der absoluten Bewertung von K zu 0 streben, 
wenn |[u,| >1 ist. Da ferner nach (30) u„=x,(e) = (x, (&))” ist, muß sogar 
u„> 1 sein. Wir können somit setzen: 
Un =Xu(e) = er, (s.> 0 reell). 
Wir zeigen weiter, daß für alle «a, aus $. 
(a) Kl) = er 


sein muß. Aus 


1.(e") = (x.(e?))’ 
folgt zunächst, daß xy, (e“») stets positiv ist. Daraus folgt nach (30) leicht, daß 
(a’) für alle a„ aus K gelten muß. Da nun ferner die Funktion y,(a,) = e*» stetig 
von der 1. Art bezgl. 9, ist, muß die Funktion y_(y,„(a,)) = x„(e”») nach (28) 
stetig von der 2. Art bezgl. x sein. Stellt man also jedes a, aus ft, als Grenzwert 
bezgl. 9, einer Folge a" aus $ dar: 


a, = lim aw bezgl. @,, 
n>a2 


so bestehen die Relationen: 
lim y„(aW) = y,(a,)  bezgl. 9,, 


lim y„(y,„(aw)) = y,(Y, (a, )) bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


na 





ı) Die Bezeichnung dieses und der weiteren, entsprechenden Exponenten, die vorläufig un- 
systematisch anmuten mag, ist mit Rücksicht auf die unten (S. 211) herzustellende Beziehung zum 
Hilbertschen Normenrestsymbol gewählt. 

Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 4. 29 
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Daraus folgt die bezgl. der absoluten Bewertung von K zu verstehende Grenz- 
relation: 


@ oo . n . an) . 8 a) 
1.(e**) = 2.(9.(a,)) = lim g„(y,(a?)) = lim „(e”?) = lim €“. 
Nimmt man schließlich hinzu, daß die Funktion %,(a,) = e'=“» für s,> 0 stetig 
von der 2. Art bezgl. 9. ist, so folgt 


. 8. a{N) . _ Fin 85 a 
lım e*" = — lim z(a‘) =Y,{fa,)=e"" bezgl. d. abs. Bew. v.K, 


nn Nn—R 


d.h. die Richtigkeit von (a’”) für beliebige a, aus 8, !). 
Durch nochmalige Anwendung von (30) folgt jetzt aus (a), (a’), (a’”’), daß 


(31 a) Kr (a) = eneole __ 1yPofa(e) en (g, (a))' (— yo Pa (a+ 0) 


sein muß. Umgekehrt zeigt man leicht, daß (31a) für jedes reelle s, > 0 und 
ß’.= 0 oder 1 einen Charakter von $ bezgl. 9, darstellt. 


b) p=?2. 
X2(2) =u, Xl-1)=0, gell + 2°) = u, 
Nach (30) muß v, eine 2-te Einheitswurzel sein, so daß wir 


»=l-1)=(-1", (BO oder 1) 
setzen können und dann nach (30) 
(b’) 1-19) = (- 1°” 


haben. 
Wir zeigen ferner, daß w= +1 sein muß. Da nämlich die Funktion 
v(Y2) = (1 + 2°)’’ für ganze y, aus S, stetig von der 1. Art bezgl. 9, ist, muß 


für diese y, die Funktion x5(%3(Y3)) = Xa((1 + 2°)”) nach (28) stetig von der 
1. Art bezgl. @, sein. Da nun die Relation 


lim 2"=0 bezgl. , 


nn 


gilt, folgen die Relationen 
lim y,(2") = y(0) =1  bezgl. @,, 


na 


lim 45(9,(2”)) = x(1) = 1 bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


n—>%2 


Nun ist nach (30) 
| X2(%2(2”)) = all! + 22)”) = (fell +22)” = uw, 


und diese Folge kann nur dann bezgl. der absoluten Bewertung von K zu 1 streben, 
wenn %, = +1 ist. Wir können somit setzen: 


w=g%(1+2)=(—1)", (a; = 0 oder 1). 





!) Diese an sich bekannte Deduktion ist hier nur deshalb ausführlich wiedergegeben und 
insbesondere der rein methodische Unterschied zwischen der Bewertung y„ von 8, und der ab- 
soluten Bewertung von K überall hervorgehoben, um die völlige Analogie zu den entsprechenden 
Deduktionen unter b) und c) hervortreten zu lassen. 
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Wir zeigen weiter, daß für alle ganzen y, aus $, 

”) Xal(l +22) = (— 1)” 
sein muß. Nach (30) folgt nämlich unmittelbar, daß (b’’) für alle ganzen y, aus $ 
gelten muß. Stellt man also (was stets möglich) jedes ganze y, aus $t, als Grenzwert, 
bezgl. 9, einer Folge y9 aus $ dar: 


Ya = lim y) bezgl. %s, 


nn 


so bestehen nach obigem die Relationen 


lim ya(y2?) = Yza(Y;) bezgl. 9,, 


nn 


lım 2(y(yP)) = Ya(ya(Yy3))  bezgl. d. abs. Bew. v.K. 


Daraus folgt die bezgl. der absoluten Bewertung von K zu verstehende Grenz- 
relation: 

R n i 13 y,) j a,',,(") 
X2((1 +22)”°) = xa(ya(y2)) = lim ga(ya(y2”)) = lim ya((l +22) ) = lim (1) 


NR Nn—R n—R 


Nimmt man schließlich hinzu, daß die Funktion %,(y;) = (— 1)” stetig von der 
2. Art bezgl. 9, ist, so folgt 


s a,'y,(m) . £ n h PR 
lim (— 1)” = lim %(y2”) = %a(Y2) = (—1) 


n—R n—>R 


bezgl. d. abs. Bew. v. K, 


d.h. die Richtigkeit von (b’’) für beliebige ganze y, aus $,. 
Wir zeigen schließlich, daß |u,| <1 sein muß. Da nämlich 


lim 2"=0 bezgl. @, 


n—R 


gilt, folgt nach (28) die Relation 
lım %,(2") = x% (0) =0 bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


NR 


Nun ıst nach (30) 

X%2(2") = (x2(2))" = us, 
und diese Folge kann nur dann bezgl. der absoluten Bewertung von K zu 0 streben, 
wenn |us| <4 ist. Wir können somit setzen: 


Up = %(2) = ee "?(— 1)", (> 0 reell, %y=0 oder 1) 
und haben dann nach (30) unmittelbar: 
(b’’) %.(2”) Ba le pri 


Durch nochmalige Anwendung von (30) folgt jetzt aus (b), (b’), (b’’), 
(b’’), daß 


(31 b) X:(a) 


e 8,0, (a)lg2 ( — jr’) + Ay’Arla) + &'Y.(a) 


ai (y,(a))”(— ya + Ay’ Asa) + ya (a + 0) 


sein muß. Umgekehrt zeigt man leicht, daß (31b) für jedes reelle s,> 0 und 
ag, 2, Ya = 0 oder 1 einen Charakter von & bezgl. , darstellt. 


29* 
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ec p=g. 
Kl) = un Kl) m il Htg) = w. 
Nach (30) muß v, eine (g — 1)-te Einheitswurzel sein. Da aber K nur die 2-ten 
Einheitswurzeln enthält und q — 1 gerade ist, muß », eine solche sein, und wir 


können setzen: h 
0, = ln) = (1), (= 0 oder 1), 
so daß wir nach (30) haben: 
(e’) ur) = (1). 
Die Überlegungen bezüglich w, sind ganz dieselben wie die auf w, bezüglichen 
unter b), nur daß hier, weil q ungerade ist, aus 


lim u? =0 bezgl. d. abs. Bew. v. K 


n—R 


sogar auf w, = 1 geschlossen werden kann. Wir erhalten also hier: 


(e) (uw) =1. 
Entsprechend wir unter b) folgt auch hier, daß |u,| <1 ist, so daß wir 
setzen können: 


—1 
— 8.187 Ta + By 


u, =xl(gQ) =e (—1)? ° ‚ (s<POreell, $,=0 oder 1). 
Wir haben dann nach (30): 


1, ’ 
— :,0,1gq9 — a,'a,+Pß,e 
7q ( 1) 2 274 q 1 


[2 


(e ug”) .. 


Nach (30) ergibt sich aus (c’), (c’), (c’’), (e’’’), daß 


— 840,(a) Ig 9 @,'@,(a) + Ay'ayla) + a,’ Ayla) 


ei 
(31 e) %la) = (-1)* 
e a, ala) + A,'a,(a) + a,’A,(a) 


8 wi 
= (p(a)) (—1) ? ’ (a +0) 

sein muß. Umgekehrt zeigt man leicht, daß (31c) für jedes reelle Be 0 und 
a, ß, = 0 oder 1 einen Charakter von 8 bezgl. , darstellt. 

In (31 a—c) haben wir alle Charaktere von $ bezgl. der Bewertungen , ge- 
funden. Wir stellen zunächst fest, daß 

(32) I%r(a) | = (9,(a))? = Dy(a) 
mit dem allgemeinsten System untereinander und zur identischen nicht-äqui- 
valenten Bewertungen von & übereinstimmt. Wir setzen 


(33) Xr(a) = |%(a))| . %p'(a) 


und nennen die x5? reduzierte Charaktere. Diese genügen neben den Bedingungen 
(28)—(30) für die x, wobei aber jetzt in der Stetigkeitsforderung (28) die Stelle 
aA, = 0 auszunehmen ist, noch der Zusatzbedingung 


(29’) Ix"la)| = 1 für a0 


und sind (jedenfalls für den Spezialfall $&) auf die allgemeinsten diesen Be- 
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dingungen genügenden Funktionen !,,. Aus (3la—c) entnehmen wir als voll- 
ständiges System der reduzierten Charaktere von $ bezgl. der 9»: 


(31 a°) x (a) — (— 1)?» oo 

(31 bP) Ola) = (— 1 yr’ ao + Ar'Prle) PR N N 
} 

(31 c®) X (a) En ki y® a, a,(a) + By ala) + 0,'B (a) 





wo die Parameter «,, ß,, 9» irgendwelche Werte 0 oder 1 haben. 


Wir stellen ferner die formale Analogie dieser reduzierten Charaktere zum 
Hilbertschen Normenrestsymbol fest. Ist nämlich a’ +0 irgendeine rationale 
Zahl, so gilt bekanntlich ?) für a +0°): 








a, a’ ’ 
(34 a) (* ) — (— 1)fo Io (a) 
(34 b) (2) — (A yrldaa) + Btat)Ada) + dad) 
(34 C) er zu (— 3 a,(a’) a.(a) + A ,(a’)a,(a) + a(a8 (a) 


q 


Bestimmt man also die Parameter «,, ß,, y, aus einem rationalen Parameter 
a’ +0 durch die Kongruenzen 


(35) ap 00 a,(a‘), »—= P,(a‘), Yr . Yr(a') mod. 2 


(y„ fällt weg), so gilt für die zugehörigen speziellen reduzierten Charaktere auf 
Grund des von Hilbert in die Form 





a, a’ 
(36) 1(® 7) = 1(0) 
gesetzten 2. Fundamentalsatzes das Produkttheorem 
(37) 11 4a) = 1(a). 


Wählt man ferner noch die Parameter s, alle gleich einem reellen s > 0, so folgt 
aus (25), (32), (33), (37) auch für die zugehörigen allgemeinen y, das Produkt- 
theorem: 


(38) II xo(a) = 20(a). 


Wir untersuchen nun wieder, ob die in (35) getroffene Wahl der Parameter 
Gy, B, Y» verbunden mit s, = s > 0 für alle p die einzige ist, bei der das Produkt- 
theorem (38) gilt, oder ob es ev. noch andere derartige Theoreme gibt. Es wird 
sich zeigen, daß letzteres der Fall ist, daß aber auch das allgemeinste Produkttheorem 





1) Durch Weglassen der Stetigkeitsforderung (28) für a, = 0 tritt in der vorhergehenden De- 
duktion nur die Änderung ein, daß die s» dann beliebige reelle Zahlen, speziell also auch 0, sein 
können. Ob auch für allgemeine X die y(®, d. h. die „Vorzeichen“ der x, die allgemeinsten den 
genannten Bedingungen genügenden Funktionen sind, steht dahin. 

2) Hensel „Zahlentheorie“, Berlin 1913, S. 328, (8). 

a, a’ 





®) Für a=0 sei im folgenden ( )- 0 gesetzt. 


p 
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(38) nicht über den Inhalt des bisher gewonnenen Spezialfalles, nämlich über die 
beiden Fundamentalsätze der elementaren Zahlentheorie hinausgeht. Der einzige 
Unterschied, den das allgemeinste Produkttheorem (38) gegenüber dem bisherigen 
Spezialfall aufweist, ist der, daß in ihm der Parameter a’ nicht auf die rationalen 
Zahlen + 0 (endliche Primzahlpotenzprodukte) beschränkt ist, sondern allgemeiner 
ein unendliches Primzahlpotenzprodukt sein kann. 


Soll ein Charakterensystem x, von $ bezgl. der p, der Produktbedingung (38) 
genügen, so muß zunächst auch das System |x,| dieser Bedingung genügen. Aus 
(32) und unserem Resultat (I.) folgt also, daß die Parameter s, alle einem reellen 
s>0 gleich sein müssen, und dann nach (25), (33), daß für die zugehörigen redu- 
zierten Charaktere x) das Produkttheorem (37) gelten muß. 


Um daraus den weiteren angekündigten Schluß auf die Natur der x ziehen 
* zu können, müssen wir erst die dazu heranzuziehende Theorie der Hilbertschen 





a, a’ an i Rad Ze 
Normenrestsymbole g: ) mit in obigem Sinne unendlichen a’, die bisher noch 
nirgends behandelt ist, entwickeln. Es sei 
7 ! ' ’ ’ Bo (@‘) mod. 2, 
(39) a’ Zu (— 4y* (a yala ru“ a“ SETERWEH TEN ("ie &,(a‘) ) 
ganz-rational 


ein nicht notwendig endliches Produkt aus Primzahlpotenzen und einem Einheits- 
faktor. Dabei sei hier und im folgenden g,, 93, - . . die irgendwie fest geordnete 
Folge der positiven ungeraden Primzahlen aus $, und für die in den Expo- 
nenten auftretenden Funktionen von a’ werde die hier gewählte Bezeichnungsweise 
in Verallgemeinerung der bisherigen ein- für allemal festgesetzt. Wir setzen 
dann für n>0: 


(40) a (1 ee 
und definieren für jedes p eine Funktionsfolge 
n da, a, 
(al) N» (a) = Wr ) 


für Argumente a aus $ mit Werten aus K. Diese Funktionen sind sämtlich 
reduzierte Charaktere von $ bezgl. der enisprechenden 9,, weil die a. S. 210 
unten genannten Bedingungen für sie erfüllt sind. Wenn ferner für alle p und 
alle a aus $ 


(42) lim n5”(a) = n»(a) bezgl. d. abs. Bew. von K 


a, Ay 
p 
hohen rn ein- und denselben der Werte + 1, — 1 haben), so sind auch die Grenz- 
funktionen (a) ein System reduzierter Charaktere von $£ bezgl. der 9,. Wir 

schreiben dann 





existiert (d. h. wenn die ( ) bei jedem festen p und a für alle hinreichend 





(43) 14a) = (3). 








= 
e 


- 0 


N 
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Aus (39), (40) ergeben sich unmittelbar die Grenzrelationen 


lim ß,(a,) = ß,(a‘) 


Nn—R 
lım a, (a,) = a,(a’) 
Nn—2 
lım a,(a,) = a,(a’) 
NR 
und daraus durch Einsetzen der speziellen «a = — 1, 2 bzw. g in die Grenzrelationen 
(42) für p = 2 bezw. g die Existenz der weiteren Grenzwerte 
lım d,;(a,) = Pz(a’), lım ys(a,) = Yala’); 
Nn—R NR 
lim ß,(a.) = P,(a‘) 
Nn—D 


bezgl. der absoluten Bewertung von K. Mit der durch die letzteren Formeln einge- 
führten Verallgemeinerung der bisherigen Bedeutung dieser Funktionen von «’ 
gelten dann die Formeln (34a—c) auch für das durch (41)—(43) verallgemeinerte 
Normenrestsymbol. Um schließlich auch die Gültigkeit des Produkttheorems (36) 
für unser verallgemeinertes Normenrestsymbol einzusehen, zeigen wir zunächst, 
daß aus der vorausgesetzten Existenz der Grenzwerte (42) sogar auf die Gleich- 
mäßigkeit in p dieser Grenzrelationen geschlossen werden kann, d.h. auf die 
Existenz eines n,(a) zu jedem festen a, so daß für alle n = n,(a) und alle p gilt: 
1» (a) = n,(a). Daß zu jedem a und festem p ein derartiges n,(a, p) existiert, 
ist mit der Existenz der Grenzwerte (42) gleichbedeutend. Daß diese n,(a, p) 
von p unabhängig gewählt werden können, braucht nach (30) (d. h. dem Zer- 
legungssatz für das Hilbertsche Normenrestsymbol, angewandt auf a) nur für die 
speziellen a = —1,2,g bewiesen zu werden, aus denen sich nach dem 1. Funda- 
mentalsatz alle a+0 aus $? multiplikativ zusammensetzen lassen. Nach dem 
auf die a, angewandten Zerlegungssatz für das Hulbertsche Normenrestsymbol 
genügt es ferner zu zeigen, daß für diese speziellen a die Zusatzfaktoren 


4 


a, gan) , Pr R o. (n—ı) da, d„._ı 
re}, die gemäß (40) beim Ubergang von n, (a) = (- — ) zu 
p 
a, d, 


n»’(a) = ( > ') auftreten, für alle p gleich 1 sind, wenn nur n > n,(a) gewählt 


wird. 

Für «= —1 wählen wir nun n.(—14)Zn,(—1, ©), nu(— 1,2), wo die 
letzteren Indizes die oben angegebene Bedeutung haben. Dann ist infolge 
dieser Wahl 

(a’) @„(a’) 


5 ar iu ) N ee) -1 fürn>nle—1). 


Ferner ist nach (34 c) 








Dr ' 1, qua“) 
4 


weil dann a, (gun) =(0, (—1)=0 ist. Nach (36) ist also auch das einzig 





)= 1 für »$n, 


noch übrige 
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a,(a’) 





— 9n 
( a )=1 fünzn(-1), 
womit die Behauptung für a = — 1 bewiesen ist. 
Für a = 2 bzw. q wählen wir n,(2) > n,(2, ©), n,(2,2) bzw. n,(g) = n,(9, ©), 
no(9, 2), 20(g, g),. Dann führen ganz entsprechende Schlüsse, wie für a = —1, 


zum erstrebten Nachweis. 

Vermöge der damit bewiesenen Gleichmäßigkeit in p der Grenzrelationen (42) 
folgt nun unmittelbar die Gültigkeit des Produkttheorems (36) für unser verallge- 
meinertes Normenrestsymbol. Denn unter Anwendung des bisherigen speziellen 
Produkttheorems (36) kann auf 

7(®%-) = Una) = Ina) = (©) = zula) 
geschlossen werden, wenn man nur den hierbei vermittelnd eingeführten Index 
n = n,(a) wählt, wo n,(a) dieselbe Bedeutung wie vorher hatt). 

Es sei nun %$” ein reduziertes Charakterensystem von $ bezgl. der %,, für 
das die Produktrelation (37) besteht. Wir zeigen dann die Existenz eines a’ 
der Form (39), für das die Grenzwerte gemäß (41), (42), (43) vorhanden sind 
und die Werte 


(44) (a) = (= ns 


p 
haben. 
Dazu definieren wir a’ auf Grund der Darstellungen (31 a® —c®) der x" 
durch 











a’ = (—1)*® ge hg 


und setzen ferner wieder für n>0: 


= (1 2 gn... gm. 

Dann haben wir: 

(45 a) ß, >= ß.(a,) für jedes n, 

(45 b) 0 = a(a,) für jedes n, 

(45 6) | 0=a,(a) fürn<» 
a,=%(a) fürn>»v 


(45 a) besagt vermöge (31 a®), (34a) unmittelbar, daß 





a, a’ 
p 
alle p konvergiert, nennen wir a’ =r, r3..... ‚wo die vr, rg .... eine solche Folge positiver rati- 

onaler Primzahlen =1 mod. 2° ist, daß die Legendreschen Symbole 


(2)-1: (2)-1 (2)=1: .... 


(allgemein (>) =1 für v»<n) sind. Die Möglichkeit einer solchen Wahl von r,, r, ... ergibt sich 





!) Als Beispiel eines wirklich unendlichen a’, für das ( ) für alle rationalen a und 


aus dem Dirichletschen Primzahlsatz für arithmetische Reihen. 
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a (an u; 
(46 a) y®(a) ( . ) für jedes n 
ist. Wir zeigen ferner, daß zu jedem a ein n, existiert, so daß 
(47) (— 1)" _ ira %) für n>n, 
und zu g prime a (d.h. a,(a) = 0) 


gilt. Da nämlich nur endlich viele der a,,(a) von O verschieden sind, reduziert sich 
das nach unserer Voraussetzung konvergente unendliche Produkt //y!(a) gemäß 
p 


(34 c0) bis auf einen endlichen Teil auf das unendliche Produkt dh (— 1)°0? , 


Letzteres muß also ebenfalls konvergieren, d.h. es muß ein n, existieren, so daß 
(1) = 1 fürv>n, ist. Wird nun n>n, und a,(a) +0 voraus- 
gesetzt, so folgt aus (34c) und (45c), falls »<Zn ist: 


’ 
(1), = (1) _ ( =.) 
q, 


und falls » > n, also auch » > n. ist: 
(— 1)", -1=(—I1) a,(@ )Ag,(@) - (= =), 


und somit auf alle Fälle die Gültigkeit von (47). 
Wir setzen nun zur Bestimmung der durch (45 a—c) noch nicht festgelegten 


Parameter ß,, Y3, ß, in die vorausgesetzte Produktrelation (37) die speziellen 
= —1,2,g ein. 
Für a= —1 haben wir wegen (46a) und %(—1)=0, ß(—A1)=1, 
y.(—1)=0, g(—1)=0: 
—A1,a, ER 
-- (0) __ BE nn 3. 8 4a N) 
= 101) (ZI) 0 0, 
oder nach (47): 
—1, a, 
_ (__41 „An m 
1=(—I1) ‚i, - —) fürn >n_ı. 
Nach (36) folgt also: 
v1, d«d 
Bi __ y An n 
(1) -(73 für n>n_ı,, 
d.h. nach (34 b): 
(46 b’) ß, = P,(a,) mod. 2 fürn >n_ı. 


Für a = 2 haben wir wegen (46a) und a,(2) = 1, ß,(2) = 0, y;(2) = 0, 
a,(2) = 0: 


1 7 = (ER) ee, 
oder nach (47): 
1 u. af N, =) fürn Z>n,. 


Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 4. 
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Nach (36) folgt also: 
-1"=(*) fürn>n, 


d.h. nach (34 b): 
(46 b") yp=Yıla) fürn>n,. 
Aus (45 b), (46 b’), (46 b’’) folgt gemäß (31 b°P), (34 b): 


(46 b) x(a) = (= ah für nZn_ı,N9. 
Für a=g haben wir wegen (46a), (46b) und a,(g) =1, B,(q) =, 
a(g)=0 für gg: 
ir 9, a,\ (9, a + ß’ uhr 
1 = (en 


g’ | q 


für nZn_ı,Ns, 
oder nach (47): 


et, ER 
i= 1)? q en für n>n_ı, N,, N. 
Nach (36) folgt also: 
1)® et, -(") für nZn_ı, Na, N,. 


Wird nun noch a,(a,) = a, vorausgesetzt, was für hinreichend hohe n nach 
(45 c) sicher zutrifft, so folgt nach (34 c): 


—1 ’ N —1 ’ ’ ’ 
z 5 Gg + = — a,(a,) + P,(a,) mod. 2, 





d.h. 
(46 ec’) ß,= ß,(a)) mod.2 für hinreichend hohe n. 


Aus (45c), (46c’) folgt gemäß (31 .c°), (34 c): 
(46 c) (a) = = ’ 9) für hinreichend hohe n. 





(46 a—c) besagen die Konvergenz von (> @) für alle a und p gegen 


x%’(a), d.h. die Behauptung (44). 

Wir fassen das Ergebnis unserer nunmehr auch den 2. Fundamentalsatz 
rückschauend einbeziehenden Betrachtungen in die folgende Fortsetzung des 
Theorems (I.) zusammen: 

(II) Das Charakterensystem des rationalen Zahlkörpers bezgl. dessen sämt- 
licher, untereinander und zur identischen nicht-äquivalenten Bewertungen $, wird 
durch 


} 


1 ‚Po Bo (a) 


x.(a) = 9% (a)(— 
(31) (0) = 0, ! xla) = pr (a)(—1 


 Xla) = prla)(— 1)? 


Yı'azla) + 3,’Arla) + a,’Y.(a) E 
aa 4 pie für a+0 








a’ gay(a) + #’zayla) + a’ Bg(a) 
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gegeben, wenn die verfügbaren Parameter s, und a,, ß,, Y» (a, y. fallen fort) 
irgendwie den Bedingungen 


Ss rell >0, ©, ß, 9» =0 ode A 


gemäß gewählt werden. Wählt man speziell die s, alle gleich einem reellen s > 0 
und bestimmt die a,, ß), y, durch 


(35) %3=4,(0), =Brla), %= y,(a’) mod.2 für a+0, 


wo der Parameter a’ irgendein derartiges nicht notwendig endliches Produkt von 
rationalen Primzahlpotenzen und einem Einheitsfaktor ist, daß das verallgemeinerte 


Ta wir ' 
Normenrestsymbol ( a für jedes rationale a und jedes p konvergiert, so wird 


und es gilt das Produkttheorem i 
(38) IT y,(a) = 70(a) , 
das vermöge der Aufspaltung 
(33) %(a) = |x1,(a)| x (a), 
wobei 


8 d, a 
Inla)| = pi), 2-9), 
in die beiden mit dem 1. bezw. 2. Fundamentalsatz äquivalenten Produkttheoreme 
(26) I\x(a)| = %(a), (37) IgP(a) = x,(a) 
zerfällt. 


Umgekehrt müssen, damit das Produkttheorem (38) gilt, die Parameter s, und 
Ay, Br, y» wie angegeben gewählt werden. 


Der in unseren Theoremen (I.) und (Il.) ausgesprochene Sachverhalt zeigt, 
daß sich die /deenkreise um die beiden Fundamentalsätze der elementaren Zahlen- 
theorie vollständig in. der Aufgabe erschöpfen, alle Bewertungen und dann alle 
Charaktere bezgl. dieser Bewertungen des rationalen Zahlkörpers zu bestimmen. Hier- 
durch wird die im Titel dieser Arbeit vollzogene Synthese der beiden zunächst wesens- 
fremd zueinander erscheinenden Fundamentalsätze gerechtfertigt. Der Gehalt beider 
Sätze läßt sich in ein- und dieselbe Form setzen, nämlich als Produkttheorem 


für je ein spezielles Charakterensystem »,(a) bezw. He des rationalen Zahl- 


körpers ausdrücken. Die Einzigkeit der beiden Fundamentalsätze ist ferner in dem 
Sinne zu verstehen, daß sich das allgemeinste solche Produkttheorem für ein 
Charakterensystem x, des rationalen Zahlkörpers als Folge der beiden genannten 
speziellen, den beiden Fundamentalsätzen entsprechenden Produkttheoreme in der 
Form 


. a, a 
IH p,(a) 5) ei 
darstellen läßt. 
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Die vorstehenden Betrachtungen lassen es ferner als ganz naturgemäß er- 
scheinen, daß die reelle Analysis bei einer Reihe von Untersuchungen über die 
Zahlen des rationalen Körpers $ hereinspielt, nämlich einerseits bei lokalen 
Untersuchungen an der Stelle p=» von $ (also über die Größe der ratio- 
nalen Zahlen) als Analysis des zugehörigen derivierten Körpers 8. (analog 
wie die Analysis in einem $, mit p$+ oo (also die Theorie der Kongruenzen 
mod. p") bei lokalen Untersuchungen an der Stelle p von & (also über die Teil- 
barkeit der rationalen Zahlen durch p) hereinspielt), andererseits aber auch 
— und das ist der bei weitem interessantere Fall — bei Untersuchungen. inte- 
gralen Charakters über ® als Analysis des gemeinsamen Wertkörpers K aller Be- 
wertungen von & (vgl. d. Ausf. a. S. 203 oben). In die letztgenannte Kategorie 
gehören z. B. die Untersuchungen über die Verteilung der Primzahlen von &. 
Die hierbei wichtigen analytischen Funktionen, soweit sie im reellen Körper K 
liegen, also die £-Funktion und die reellen Z-Reihen von $, lassen sich übrigens 
mittels der in dieser Arbeit behandelten Bewertungen und Charaktere von & 
so darstellen: 








1 
N) Te 9,0) 
Re 


@a=11—Xulg) ' 

wobei ®, bzw. x, das allgemeinste Bewertungs- bzw. Charakterensystem ist, das 
dem Produkttheorem I ®,= 9, bzw. I X» = %, genügt, ferner a’ denin x, stecken- 
den Parameter und die reelle Variable s den in den ®, bzw. x, gemeinsam auftreten- 
den Parameter bedeutet. Auf Grund des Produkttheorems und des 1. Fundamental- 
satzes folgen die für die Theorie der Primzahlverteilung grundlegenden Umfor- 
mungen dieser als unendliche Produkte dargestellten Funktionen in unendliche 
Summen. Einerseits ist nämlich für p$+ »: 


&,(p") = I 85‘ (pe) = 92 (p°), 





p'=|=p 
also 
ae 1 ai 3 a\ — y — 17 „a 
(s) ih 22 1 — d,(p) a 2, D,(p ) = 1 2,0. (p ) 
niit Mn 
= 2,9. n(=2; 


Andererseits ist für (g,a’) =1 


zug) = Ba (TE) = 0 Br), (ER) 


En. 





Setzen wir also 


1a) - (SE) AR), 
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so daß x eine der Bedingungen (29), (29’), (30) (aber nicht (28)) unterworfene 
Funktion (also ein reeller Charakter von 8 vom Betrage 1 im Sinne der Gruppen- 
theorie) ist, so folgt: 





1 y' Bi y' —1, a [7 
is) Tuhss 1—x,(9) ” Nur 119°) ui EA Vale 
eg a 8  x(n) 
- 2 So mım(= 2 
(n,2a)=1 (n,‚2a)=1 


Außer den in der bisherigen Literatur untersuchten L-Reihen mit Charakteren x, 
die einem endlichen a’ entsprechen, ergibt sich so die Existenz weiterer, den in 
obigem Sinne unendlichen a’ entsprechenden L-Reihen, deren Untersuchung, ins- 
besondere auf eine Funktionalgleichung, von Interesse sein dürfte !). 


Natürlich sind die in dieser Arbeit durchgeführten rückschauenden Be- 
trachtungen, so wie sie vorliegen, in keiner Weise geeignet, den Aufbau der 
elementaren Zahlentheorie zu vollziehen, sondern höchstens, neuartige Gesichts- 
punkte für diesen Zweck zu liefern. Meine Betrachtungen scheinen mir je- 
doch neben dem Interesse, das sie um ihrer selbst willen beanspruchen, von 
Bedeutung zu sein für eine event. Azxiomatisierung der elementaren Zahlen- 
theorie, insbesondere des Tatsachenkomplexes um die beiden Fundamental- 
sätze, in demselben Sinne, wie sie von Frl. E. Noether für den I. Funda- 
mentalsatz der Idealtheorie und den Begriff ganze algebraische Zahl gegeben 
worden ist ?). 


Was schließlich die Übertragung meiner Betrachtungen auf einen algebrai- 
schen Zahlkörper X von endlichem Grade an Stelle des rationalen Körpers $ be- 
trifft, so ist diese leicht möglich. Die dazu heranzuziehenden Methoden sind von 
Herrn Hecke ın den beiden Arbeiten über Zetafunktionen mit Größencharakteren?), 
die mich übrigens zu der vorliegenden Untersuchung angeregt haben, entwickelt 
worden, Man bezieht aber dabei als 2. Fundamentalsatz nur das spezielle qua- 
dratische Reziprozitätsgesetz in K ein, solange man an der bisherigen Forderung 
festhält, daß K ein Wertkörper (S. 201 oben) sei, also aus reellen Zahlen bestehe. Um 
auch das allgemeinste Reziprozitätsgesetz in K einzubeziehen, hätte man an Stelle 
des reellen Zahlkörpers K den zugehörigen algebraisch-abgeschlossenen Äörper K’ 
aller komplexen Zahlen für die Werte der Bewertungen und Charaktere zugrunde 
zu legen. Die Aufstellung aller Bewertungen ?) und Charaktere ist dann leicht 
möglich, ebenso die Angabe des allgemeinsten Produkttheorems für die Bewer- 





1) Man überzeugt sich leicht, daß der im Text auftretende quadratische Restcharakter ; (a) 
für „unendliches“ a’ nicht mit einem solchen nach einem „endlichen“ Modul identisch ist, daß also 
die L(s,y) für „unendliches* a’ wirklich neuartige Funktionen sind (vergl. etwa das Beispiel von 
S. 214, Anm. 1). 


2) Vortrag auf der Innsbrucker Tagung der D.M.V., 1924. 
3) Math. Zeitschr. Bd. 1 (1918) und Bd. 6 (1920). 


#) Diese beherrscht man auf Grund der Resultate der Herren Kürschäk (S. 200, Anm. 2) 
Ostrowski (S. 203, Anm. 1; vergl. auch dessen Arbeit in ds. Journ. Bd. 147 (1916)) und Rychlik 
(ds. Journ. Bd. 153 (1923)). 
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tungen, das wieder mit dem 4. Fundamentalsatz in X äquivalent ist. Die Auf- 
stellung des allgemeinsten Produkttheorems für die Charaktere läuft aber auf 
das bisher noch nicht bekannte allgemeinste Reziprozitätsgeseiz für Potenzreste 
mit beliebigen (zusammengesetzten) Exponenten in K und dessen Darstellung 
als Produkttheorem hinaus. Zur analogen Durchführung unserer rückschau- 
enden Betrachtungen in ÄK wäre also zunächst die vollständige Durchführung 
des Aufbaus der Zahlentheorie in K, insbesondere des 2. Fundamentalsatzes, 
erforderlich. 








fi 











Über Koordinatensysteme im unendlich fernen und im 
imaginären Teil der Bolyai-Lobatschefskischen Ebene. 


Von E. Roeser in Bottrop. 
Einleitung. 

Bekanntlich kann man die sphärische Geometrie aus der Tatsache herleiten, 
daß jeder Kreis zugleich Abstandslinie ist. [Vgl. Liebmann, nichteuklidische 
Geometrie, Sammlung Schubert, $ 29]. 

Der Bogen eines Kreises ist proportional dem Zentriwinkel und einer Funktion 
des Radius. Bezeichnet man diese Funktion mit U(r), die entsprechende der Ab- 
standslinie mit U’(r), so gilt auf der Kugel: 


s=9:Ufr) =9.U' (5 —r)- 
Und es ergibt sich die Funktionalgleichung: 
U’(b —a) +U(b +a) =2U’(a)U’(b), 


wo a und 5b die Radien zweier Kreise sind. Die Gleichung hat 3 Lösungen: 
U'(a)=1, Ua) = ch”, U'(a) = cos. 


Von diesen, so heißt es bei Liebmann, ist nur die dritte brauchbar, sie gibt die 
sphärische Trigonometrie. 

Nun folgen aber aus den beiden ersten Lösungen die andern Geometrien, 
also muß sich auch in der hyperbolischen Ebene der Kreis als Abstandslinie auf- 
fassen lassen. Das läßt sich nun in der Tat leicht zeigen. 


I. 
Kreis und Abstandslinien. 


Als Koordinaten eines Punktes seien die Abschnitte gewählt, die die auf die 
Achsen gefällten Lote bilden. Die Mittelpunktsform der Kreisgleichung ist dann: 


th?€ + th? = th?o oder kürzer: 
(1) ?+y=r. 
Der Abstand eines Punktes von der n Achse ist gegeben durch tho=ch nth?£ oder: 
x 


 Nyp 





pP 
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Daher stellt die Gleichung: 


(2) 2 +ry = r 
die beiden Abstandslinien zur 7 Achse dar, die den obigen Kreis in &= + eo be- 
rühren. Verlegt man den Anfangspunkt nach &= —.o, so erhalten die Glei- 
chungen (7) und (2) die Form: 

(3) ii +r)—2rııı + =0, 

(4) (ii +r) —2rı +r? =0. 


Von diesen Gleichungen soll ausgegangen werden. Man verschiebe den Anfangs- 
punkt wieder nach rechts um die Strecke «a [th a = a] durch die Transformation: 
x +a y1i1-a 

Fe u; üz re . 

«2(1 +r?—2ar) +2x[a(l +r?) —r(1 +a2)] + y2(1—a2) +a[all +r2) —2r] = 0. 

Für a = r ergibt sich natürlich wieder die Mittelpunktsform. Für a = 1 [unendlich 

ferner Anfangspunkt, a = &] die Gleichung: 

| (ce +1)” =0. 
Das bedeutet, daß die ganze Kurve von hier aus gesehen unendlich fern liegt. Und 
endlich zu einem im imaginären Teil der Ebene liegenden Anfangspunkt. 








so wird (3): 


tha= = £ ist imaginär weil = > |: 


BE ce 
x:(r? —1) +? ten a. .- . Ro U =0 oder: 








(5) x + y?r°=r', wobei r’ = = ’ 


d. h. die Gleichung des Kreises erscheint in der Form der Gleichung der Abstands- 
linien mit imaginärem Abstand. 

Die Tangensfunktionen von Abstand und Radius sind zueinander reziprok 
in bezug auf den Grenzkreis mit dem Radius eo = »,tho =1. 

Ganz entsprechend nimmt die Abstandslinie auf denselben Anfangspunkt 
bezogen die Gleichung eines Kreises mit imaginärem Radius an, wie sofort ersicht- 
lich ist, da sich (4) und (3) nur durch den Faktor r? von y? unterscheiden. Also 
fällt in (5) der Faktor von y? fort und man erhält: 

1 

(6) a4peri-z. 
Nachdem man soviel über den neuen Mittelpunkt und Radius weiß, kann man 
auch sofort von der Mittelpunktsform ausgehen: Gleichung 1 wird nach Verlegung 
von O um a: 

z2(1 — a?r?) + 2axll1 — r?) +y?(1 — a?) = r? — a®. 
Für a=1 ist wieder: 
(« +1”? =0. 


Für a = 


(a? — r?) + 2a’x(1 — r?) + ya’? —1) = a”? —1. 





rg 
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Nun hat im anfänglichen System der Mittelpunkt des Kreises von 0 den Abstand 0, 
die reziproke Strecke muß daher durch th « = ® bestimmt sein, daher a’ = 0, also: 


x? + y? 1 zur 1 i 
r? r? 
Ganz analog geht die Abstandslinie wieder in den Kreis über. 

Der Grenzkreis mit im Endlichen liegenden Mittelpunkt bildet den Grenzfall 
zwischen Kreis und Abstandslinie, seine Gleichung folgt aus (1) oder (2), indem 
man r =1 setzt. Sie ist gegen jede Verschiebung des Anfangspunktes invariant, 
denn: 

+ —-1 
wird durch Verlegung von 0 um a zu: 

z(1 — a?) +y?(1 —a®) =1 —a? 

erpul, 
Es ergibt sich also das Resultat: Jeder Kreis kann betrachtet werden als Abstands- 
linie von einer imaginären Geraden, die inbezug auf den Grenzkreis Polare ist zum 
Kreismittelpunkt. Dreht man das ursprüngliche Koordinatensystem um den Mittel- 
punkt des Kreises, so dreht sich die imaginäre Gerade mit, denn die Verlegung 
des Anfangspunktes geschieht auf der &-Achse, das Umgekehrte gilt für die reelle 
Abstandslinie. 


11. 
Abstandslinie und Ellipse. 


Die Abstandslinie zur &-Achse in der Entfernung + ß hat die Gleichung: 
2 


? 
x + nn Er 
Bei Verschiebungen in Richtung der &-Achse ist sie natürlich invariant. Dieselbe 
2 2 
Gleichung ergibt sich, wenn man in der Ellipse: — + a — 1 die Achse «a unend- 


lich werden läßt, also a =1. Trotzdem sind die beiden Kurven nicht identisch, 
wie eine Verlegung des Anfangspunktes ins Unendliche zeigt. 


2 2 
, (1 +a?) + > -— n: =(0 oder für a=1: 
272 
2x2 + 2x + =(). 
b? 


Eine solche Ellipse soll nochmal auf andere Weise erzeugt werden. 
Man denke sich zwei Strahlenbüschel mit den Zentren A und BD und dem 
Abstand 2a. Man bestimme dann den geometrischen Ort des 
u Schnittpunktes je zweier zu einander senkrechten Strahlen, es 
A aM Di a . 
ist eine Eilipse. 
Ein beliebiges Paar habe auf M bezogen die Gleichungen: 
z-+ytgy), +a=0. Außerdem ist: 
cos (@ — 9,) = cc, = — a? C08S P C08 Q,. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 4. 31 

















224 Roeser, Koordinatensysteme in der Bolyai-Lobatschefskischen Ebene. 


p, und 9 eliminiert, gibt als geometrischen Ort: 


Läßt man A und B ins Unendliche rücken, so folgt die Form: 


x2° +2y? =1. Hier ist Ryan i 


y2 
Läßt man den Anfangspunkt mit ins Unendliche rücken, indem man ihn zuerst 
nach B verlegt, so folgt: 
x(1 — a!) +2ax(1 — a?) +y?(1 — at) =(, 
21 +a?) +2ar +y (1 +0) = 0. 
Für a=1: 
x -+y®+x2=0 oder in Polarkoordinaten: 
r= — (089. 
Oder mit Umkehrung der Achsenrichtung: 
tho=cosp. 
Das ist aber die Beziehung, die zwischen Lot und Parallelwinkel besteht. 
Man kann diesen Teil der Kurve sich auch im Endlichen liegend vorstellen. 
Zieht man von O aus Strahlen o unter dem Winkel 9 und macht th o = cos p, 
so entsteht dieselbe Kurve, mit dem Scheitelim Endlichen. In der Tat, die Gleichung 
kann ja geschrieben werden: 
2 +y —ı=(. 
Transformiert durch Verschiebung um a: 
(2 + a)? +y2(1 —ad) — (1 +az)(e +a) = 0 
x — (1 —a) +y1 +a) —a=0 
a1 
2? +22 =1. 


Also wieder die unendliche Ellipse, die in dieser Form mit der Abstandslinie über- 
einstimmt. 











vu. 





Das Fundamentalsystem für die Logarithmen 
eines p-adischen algebraischen Körpers und sein Regulator. 


Von A. Disse in Bremen. 


In einer früheren Arbeit, die in Band 154, S. 178—198 dieser Zeitschrift 
veröffentlicht ist, habe ich die Beziehungen zwischen Logarithmus und Numerus 
in einem p-adischen algebraischen Körper untersucht. Es hat sich ergeben, daß die 
logarithmischen Reihen innerhalb des Körpers Ä(p) einen Modul bilden!). Seine 
Elemente lassen sich nun durch ein Fundamentalsystem von A = e- f Logarithmen 
in der Form 


(1) =ah +9 +: tal (P) 
mit ganzen p-adischen Koeffizienten 
G=Co-+ Cup +cep? +.» (p) ((=1,2,..,4) 


darstellen, wo A den Grad von Ä(p), e die Ordnung und f den Grad des Primteilers 
p innerhalb Ä(p) bezeichnet. Während Herr Hensel?) die Existenz eines 
Fundamentalsystems allgemein bewiesen und ein Verfahren angegeben hat, um 
durch eine endliche Anzahl von Reduktionen zu einem solchen zu gelangen, lassen 
sich mit den Hilfsmitteln jener Arbeit die Anfangsglieder der Fundamentallo- 
garithmen unmittelbar hinschreiben; daraus kann die Ordnungszahl des ‚‚Regu- 
lators““ 


| ar | 
(2) ee | 
| A DAa—) dA) | 
| Mu 


berechnet werden, die einen möglichst niedrigen Wert besitzt und daher beim 
Übergang’ zu einem anderen Fundamentalsystem sich nicht ändert, also eine wichtige 
Invariante für den betreffenden Körper bildet. 


S 1. Bestimmung der Fundamentallogarithmen. 


Ich betrachte gleich den allgemeinen Fall, daß in Ä(p) die p’-ten Einheits- 
wurzeln als höchste irreguläre Einheitswurzeln existieren, wo », =0,1,...,»p 
sein kann. Ist »;.> 0, so enthält Ä(p) sowohl reguläre logarithmische Reihen, 





1) a. a. 0. S. 188. 
2) H. I, $ 3, S. 101 (vergl. Band 154, S. 178, Anm. 1). 
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deren Ordnung o, = p*k —xe ist!), als auch irreguläre logarithmische Reihen, 4 
für die 0,> p*’k — xe ist. Ich suche nun ein System von Logarithmen zu finden, 
durch das sich alle Logarithmen von Ä(p) linear und homogen mit ganzzahligen 

p-adischen Koeffizienten ausdrücken lassen. Um sämtliche regulären Logarithmen 

der Ordnung o, von der Form != rn’ w’ + --- darzustellen, muß ich zunächst 
alle für diese Ordnungszahl möglichen Anfangsglieder durch einige unter ihnen 
ausdrücken. Ist oe, nicht von der Form p*"—" - pe, — (u — r)e = pP, — (u — T)e, Ä 
also das zugehörige Diagramm nicht vom Typus III ?), so läßt sich nach S. 186 
der ersten Arbeit zu jedem beliebigen Logarithmenindex o ein Hauptgliedindex s 
bestimmen; also muß der Koeffizient w” des Anfangsgliedes in diesem Falle ein 
volles Restsystem mod p durchlaufen. Ist 


(3) W, War +, %, 
eine Basis für alle modulo p inkongruenten Zahlen von ÄK(p), so kann man den 
Koeffizienten von r°k in der Form 

(4) wo W+t' +cuW, (‚=0,1,...,p—1) 
darstellen. Nach den über oe, gemachten Voraussetzungen lassen sich dann nach 
dem in $ 2 der ersten Arbeit angegebenen Verfahren f Logarithmen 


(5) ID = log (1 + au") (=1,2,...,9 
auffinden, welche die f Anfangsglieder 
ee, aUw,, ..., ak, 
besitzen. 
Ist dagegen o, = p’eo — (9%, — r)e, liegen also reguläre Logarithmen vom 
Diagrammtypus III vor, so hat der Koeffizient des Anfangsgliedes für 7 = (0, 
also für k = e,, nach S. 183 der ersten Arbeit die Form 


w to(x) == wg ame zu”) ww IE (mod p), 


wo zur Abkürzung x= ws (mod p) und &= w°+’“ (mod p) gesetzt ist. Darin 
kann £ nicht jeden beliebigen Wert annehmen, sondern nur die p’-! Werte, die 
y(x) erhält, wenn x ein volles Restsystem modulo p durchläuft. Da zu je p Zahlen 


u=x + aw (mod p) (a=0,1,..,p—1) 


derselbe &-Wert gehört 3), braucht & nur alle modulo w°“” inkongruenten Zahlen 


zu durchlaufen, um alle möglichen Anfangsglieder für logarıthmische Reihen der 
Ordnung o,, zu liefern. Die erforderlichen x-Werte lassen sich daher durch eine 
(f — 1)-gliedrige Basis w,,..., %_ı In der Form 


(6) =(CıW 406% + :''+ C-1W_ı (mod p) 
darstellen, wenn w,,..., %_ı mit w# zusammen eine Basis modulo p bilden. 
Die zugehörigen &-Werte 

(7) = —wwW=gplw) (mdp) (Ü=12...f-1 


!) Band 154, S. 179, Gl. 5. 
2) Band 154, S. 181. 
3) Band 154, S. 188. 
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bilden dann eine Basis für alle £-Werte, die als Anfangsglieder möglich sind, denn 
aus (5) folgt 


8) 2 PM)=Erawm + +a-1Wm-)=caplW) ++ 6-1 PlWr-ı) 
= a8 ++ 60-171 (mod p). 

Wegen wW=£.w«“ lassen sich dann auch alle Anfangskoeffizienten, die für 
reguläre logarithmische Reihen der Ordnung o,, in Betracht kommen, durch die 
(f — 1)-gliedrige Basis 

(9) Ad" ww t, ... &, wet 
darstellen. Dann lassen sich wieder nach dem in $ 2 der vorigen Arbeit angegebe- 
nen Verfahren f —1 Logarithmen 

(e,) .. . 

(10) I, = log (1 + a” w"') (=1,2,..,/—1) 

auffinden, welche die f —1 Anfangsglieder 


vol vo4 


nroE, ige!‘ ze #7 Jn1. ABFORTEN row 


besitzen. Dabei ist s, so gewählt, daß wei w, (modulo p) ist. Entsprechend 
zeigt man, daß auch zu den Ordnungszahlen an Er je f—1 
Basıslogarithmen gehören. 

Durch die so bestimmten Logarithmen (5) bzw. (10) lassen sich nun sämt- 


liche regulären Logarithmen derselben Ordnung eo, modulo p***! darstellen. 
Ist nämlich 


lı = ak 4 er ek(c,,W, + CopWg == or -- C,,W,) -4- 08 


ein beliebiger Logarithmus o,-ter Ordnung, so besitzt er mit dem Aggregat 
(k) (k) (k) 
Cl + Cae ++ cl, 
das gleiche Anfangsglied; also unterscheiden sich beide um einen Logarıthmus 


l,,, von mindestens o,, ,-ter Ordnung, so daß man hat 
(R) (k) (k) 


(11) msi tech: sah hun 


Ist /;;ı ebenfalls regulär, so bildet man entsprechend zu (5) die Basıslogarıthmen 
(k+1) 


l. 


ı 


(.=1,2,...,f) für die Ordnungszahl o,., und erhält ebenso 
(k+1) (k+1) (k+1) 
rı = Oyarılı Fo arıae ++ %arıl + re 
und so fort. Kommt man dabei zu einer Ordnungszahl der Form 
On pe — (Po — r)e, so ersetzt man die f-gliedrige Basis (5) durch die (f —1)- 
gliedrige Basis (10). Durch Summierung erhält man daher für /! die Darstellung 
(k+m) 


TREE, 
(12) m Dr 2 Grm AZ 
3 


(ep?) 


worin nur zu beachten ist, daß /, =) zu setzen ist. 
Nun sind aber nicht für jede Ordnungszahl neue Basislogarıthmen erforder- 
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lich, sondern alle regulären Logarithmen, deren Ordnungszahlen modulo e kon- 
gruent sind, lassen sich durch dieselbe Basis (5) bzw. (10) darstellen. Es gilt näm- 


lich wegen p= n’w’ + -- für das Anfangsglied eines Logarithmus der Ord- 
nung 0, = 0, + ne für n> 0 die Kongruenz: 


(k) (k) (k) 
| RE ET ET. 
(13a) ,=n w"+ pmw" + at at nz 
(k) 


= Cl, +Ch +: Der} (mod pfX+1) 
bzw. für k= e: | 
(13b) l. re „17% w za__ 2: — 7 = e 
— 1 u. p' nu "=p “(et + Oil ihre en 3) 
(e,) (e,) ür! 
=Ch+Gh+:--+Cıl_ı (mod pfatı), 


(für =0,1,..., u —1). 
Dagegen braucht man für die regulären Logarithmen der Ordnung go, + ge = p”e,, 


die sämtlich zu regulären Exponentialeinheiten gehören, wieder eine f-gliedrige 
Basıs. Man erhält sie, wenn man zu den f—1 Logarithmen 


(eo) „(eo) „(eo 
(13) ph, P'l, ...;: p "h-ı 


ein f-tes Element der Ordnung go, + »,e hinzufügt, dessen Anfangskoeffizient 
nicht durch deren Anfangskoeffizienten: 


&» &a, ..e; Ei 
darstellbar ist. Dieser /-te Logarithmus der Ordnung e,p” kann nicht das p”- 
fache des irregulären Logarithmus 


log (1 - rw») —— raw” ne Fr: 


sein, denn wegen 0,> e, ist dessen Logarithmenordnung höher als o, + ve. 
Dagegen hat Herr Hensel gezeigt !), daß 


(es,p”e) 


(14) U =log (1 + IE ) 
als der gewünschte Ersatzlogarithmus verwendet werden kann, wenn 
1 N (0), ,„„(0) v—1 v—1 
(14a) D= Y-p=rw") +... wet... 
die in dem Körper vorhandene (p — 1)-te Wurzel aus (— p) bedeutet, und die 
Spur von &, nicht durch p teilbar ist. Schreibt man nämlich die Logarithmen 
(13) in der Form | 
(eo) Yo 17) Y e Be ei 
p” , = ze? up? £, w Ir + a u op” er | (w; w ey) — W,w ro -r ... 
= zu’ aD’°E. +» 
wo zur Abkürzung 
rt] +] + 
gesetzt ist, so erkennt man, daß die Spur dieser f—1 Zahlen 





ı) H. V. 
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F SEINE MIR W +44 —m)=0 (modp) 

1- 

1. durch p teilbar ist; also gilt das Gleiche von der Spur aller durch sie darstellbaren 
Zahlen 


) ahtaat+ +amide. | 
Also ıst eine Zahl &,, deren Spur nicht durch p teilbar ist, sicher nicht durch 
&...&,_ darstellbar, also als Koeffizient des Ersatzlogarithmus zu verwenden. 


Folglich besteht für das Anfangsglied eines Logarithmus der Ordnung 
0,, + (v9 + n)e wieder eine Kongruenz von der Form 


eu) (e,) 


0, +utn)e ne v. 
(13c) I = Rn E+.  =(,p I, +C,p , +" +C;-ıp l; 1 
(e,p”®) 
+C, I (mod p’X +1), 
Aus den drei Kongruenzen (13a), (13b), (13c) für die Anfangsglieder folgt wieder 
wie unter (11) die Gleichung 
(k) (k) 


(k) 
Ir u. Cxrlı + a + Cl, ur (P) 


(ep?) (esp”o-+ne) 


Darin ist /, für =0,1,...,»,—1 gleich O zu setzen, 2, ist das p"-fache 


’ des Ersatzlogarithmus (14). 


Für k=e,p” +ne sind alle C,, durch dieselbe Potenz p" teilbar, für 
k=ep” +ne dagegen sind die —1 ersten Koeffizienten durch p”*t”, der 
letzte dagegen nur durch p” teilbar. 

Es soll deshalb — zunächst für die regulären Logarithmen von K(p) — 
eine Einteilung in e Klassen 

(15) TE 
eingeführt werden, nach welcher alle und nur die in dieselbe Klasse gehören, deren 


Ördnungszahlen modulo e kongruent sind. Dann braucht man nur für die jeweils 
niedrigsten Ordnungszahlen jeder Klasse, die sogenannten ‚reduzierten‘ Ordnungen 


(16) a : 


eine Basis von je f Logarithmen 1 der Form (5) bzw. für die zum Grad e, gehörige 
Ordnung eine Basis von f—1 Logarithmen der Form (10) nebst dem Ersatz- 
logarıthmus (14) aufzustellen, denn es gilt der einfache Satz: 

Die Anfangsglieder aller regulären Logarithmen derselben Klasse ÄK, 


lassen sich durch die gleiche f-gliedrige Basis 
(kn) 


(17a) ; = log(1 + a"w) = am, +: - G=1,...f) 


bzw. für k, = e, durch die f Elemente 


(e,) " 
(17b) | I; = log (1 + a w") — a a ww’) 1 ae (i Zu £ Er / 1) 
a us „Ye 
|" 10g (1 + 8) = tete 


darstellen. 
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Die Berechnung der e reduzierten Ordnungen (16) geschieht folgendermaßen: 
Man bildet nach der oft benutzten Formel (5) von $ A, S. 179 der ersten Arbeit: 


0, = Pk — xe 
diejenigen Ordnungszahlen, die zu den nicht durch p teilbaren Zahlen der Reihe 
1,2,.:.,r +e als Graden gehören. Ist nämlich k, = p’k und k eine Einheit 


modulo p, so ist x, = %, — r, denn aus 


x e x.—T,.1 e 
> go > — 
> gt pH (p'k)> 


1 1° 


Daher ist 
u p"*"k — (x, — r)e — (p"k — x,.e)=te=(0 (mod e), 


also gehören die Logarithmen dieser beiden Ordnungen derselben Klasse an; das 
System (16) darf also nur den kleinsten Wert, der zur Einheit k gehört, enthalten. 
Die zu diesen Einheitsgraden k,,k,,....,k, gehörigen Ordnungen sind modulo e 
inkongruent, denn aus 0, = o, + we würde folgen 


R 9% + Aue % 0; +ue+ (*, — u)e 


p"® ar 
entgegen der Voraussetzung, daß k eine Einheit modulo p ist. Da die Gesamt- 


zahl aller Einheiten zwischen 4 und r te gleichr te — u =r+te—r=e 


k' 








= p"k, 


ist, so erhält man auf diese Weise in der Tat alle und nur die e reduzierten Ord- 
nungen. 

In dem auf S. 182 von $ 1 der ersten Arbeit angegebenen Beispiel gehören 
die reduzierten Ordnungen zu den nicht durch 3 teilbaren Graden zwischen 1 und 
11 +5 = 16, haben also die Werte 
= —- DB pr —5; = + G= t% 

,=T 9=8; m=10; Afu=11; 05 =13; 9a = 14; 01 = 16. 


Wegen dieser einfachen Zusammenhänge treten in der Doppelsumme (12) 
nur A=e:f verschiedene Basislogarithmen 


(k) (* BE hu) 


(eo) - (ep) 
auf, wobei nur zu beachten ist, daß an Stelle von / der Ersatzlogarithmus / 


treten muß. Ordnet man nach diesen A Elementen und berücksichtigt, daß nach 
(13a) und (13b) auf S. 228 zu gleichen Logarithmen gehörige Koeffizienten durch 
immer höhere Potenzen von p teilbar werden, so erhält man das Ergebnis: 


Alle regulären Logarithmen eines Körpers K(p) vom Grade A lassen 
sich durch ein Fundamentalsystem von A Logarithmen zweigliedriger Eins- 
einheiten 

(k) r E27 See 3 
ID elgtta)rnt (on, ); 


(eo) j (eop”e) ; ; 
wobei für !, der Ersatzlogarithmus / einzusetzen ist, in der Form 
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i=aht+taok+ +ch (p) 
darstellen. Die Koeffizienten dieser Darstellung 
Een taPptmpt 

sind ganze rationale p-adische Zahlen. Das Fundamentalsystem zerfällt 
in e Reihen von je f Logarithmen gleicher Ordnung, deren Anfangs- 
koeffizienten (w,, wy,...,w,) eine Basis modulo p bilden. Nur im Falle 
k=e, besteht die Reihe aus f —1 Logarithmen der Ordnung o, und 
dem Ersatzlogarithmus der Ordnung e,p”; die f Anfangskoeffizienten dieser 
Reihe: (&, ww, ..., &-10””, &,) sind so beschaffen, daß (£,,.. ., &-1, &) 
ebenfalls eine Basis modulo p bilden. Die Ordnungszahlen der verschiedenen 
S Reihen sind die reduzierten Ordnungen der e logarithmischen Klassen 

Kj,..., K,, also die kleinsten regulären Ordnungen, die modulo e inkon- 


gruent sind; sie gehören zu den Einheiten %k,,..., k, aus der Reihe 
1,2,...,r-re als Graden. 


Um nun auch die irregulären Logarithmen von Ä(p) darzustellen, müssen 
in das Fundamentalsystem eine Anzahl irregulärer Logarithmen aufgenommen 


werden. Da KÄ(p) nach Voraussetzung die p“-ten Einheitswurzeln enthält, so 
existieren nach S. 197 der ersten Arbeit darin die Logarithmen 


(18) L, == log we L,, == log n, yo. Lt = log PAR | 


von den höchsten Irregularitätsordnungen 


(19) ne. 


| Diese Ordnungen sind kleiner als die ihnen modulo e kongruenten reduzierten 
Ordnungen o,. Ist nämlich 


.. P weg ° 


(20a) Pi. =, —ne<o, also n,>0, 
so existiert sicher kein regulärer Logarithmus von gleicher Ordnung, da die re- 
| duzierten Ordnungen nach Definition die niedrigsten unter allen modulo e kon- 
gruenten regulären Ordnungen sind. Wäre dagegen P,,., = 0, +me> o,, 50 
wäre 








Pu + xe 0, + me + re p”"k, —X,E + me-+ (# —m)e Mk 
0 = eg mr dn., 


am 


) k= 


x 


p p p 
eine ganze Zahl, also P,,r keine höchste Irregularitätsordnung. Nur wenn Pu 


die Form o,, + me besitzt, ist es größer als die modulo e kongruente reduzierte 


(0) 
Ordnung o,, aber wegen m < », kleiner als die Ordnung g, ,„. = @ = ep” des 
Ersatzlogarithmus, läßt sich also ebenfalls in der Form schreiben: 


(20b) P,.=e—ne für n>0. 


Durch das System (18) nebst den A regulären Fundamentallogarithmen 
lassen sich dann alle irregulären Logarithmen des Körpers darstellen. Ist näm- 


lich 7, = 1 + mw'wer'a + -- - eine beliebige irreguläre Einseinheit des Grades 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 4. 39 
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. - ua . . 7 . . . ’ 

e,p’, so ist 7; dazu äquivalent, also der Quotient —=1+x, eine Einseinheit 
T 

höheren Grades, der seinerseits wieder durch Division mit einer äquivalenten re- 


gulären Einseinheit oder einer irregulären von höchstem Irregularitätsgrad weiter 
erhöht werden kann. Da man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer 


Einseinheit von höherem als r-tem Grade, also sicher zu einer regulären Eins- 
einheit 7 kommt, so folgt aus der Zerfällung 


(21) mm MN 
daß ın der Tat jeder beliebige irreguläre Logarithmus durch das System (18) und 
die regulären Fundamentallogarithmen darstellbar ist. 

Man braucht nun in das Fundamentalsystem nicht sämtliche -Logarithmen 
der Reihe (18) aufzunehmen, sondern die höchsten Irregularitätsordnungen (19) 
zerfallen in eine Anzahl von Reihen, für welche die zugehörigen irregulären Lo- 


garıthmen von höchster Ordnung jedesmal durch denselben irregulären Fun- 
damentallogarithmus darstellbar sind. 


Ist zunächst P,, von der Form (20b): 
_ 0) (0) 


P„=0,.tme=o-—ne (n>0), 
so können alle irregulären Logarithmen der Grade 
ö er 
durch L, = ne E, +... dargestellt werden. Dann besitzen nämlich seine Viel- 
fachen 


£ 5 er (0) ki z RR. ; m . 
— — Nn— 
TE de ie SE u NE ie u, 


die Ordnungszahlen 
(0) ‚(0 (0) 


oe—(n —Ai)e, ..., o0-—e 
von derselben Form; und die Anfangskoeffizienten 
Eu” ke u 


bedingen ebenfalls eine unlösbare Indexkongruenz, denn da sich & nach Voraus- 
setzung nicht durch die (f —1)-gliedrige Basis (&,,.. ., &,—,) ausdrücken läßt, 
gilt das gleiche von &w”® in bezug auf die ( —1)-gliedrige Basis (£,w"°, . . ., &,_,w"*), 


(eo) (eo) 
die von den Anfangskoeffizienten von p*l,,...., p*l;_ı gebildet wird. Also 


sind die Vielfachen p"Z, Logarithmen von höchster Irregularitätsordnung für die 


u — 0) 
entsprechenden Grade e,p'. Dagegen besitzt p"”L, die Ordnung 0 =0,t+vVe>r, 
(0) 
also sind für die irregulären Logarithmen der Grade e&P",..., ep”! nur die 


regulären Fundamentallogarithmen erforderlich. Da dann eine irreguläre Ein- 
RE (0) 
heitswurzel des Grades e,p” existiert, kann n = », — v, gesetzt werden. 


Ist andererseits P., von der Form (20a) 


P.„= Or, —ne, 
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also kleiner als eine reguläre reduzierte Ordnungszahl, so gilt das Gleiche von 
den Ordnungen 


P.+te, P.+2e,..., P, +{r—A)e, 
welche die Vielfachen 
"7 Pe" u 7 
besitzen; also sind diese als Logarithmen von höchster Irregularitätsordnung 
für die Grade 
€ Tome © „ABER "€ ur 
zu verwenden. Zu p"L, dagegen gehört die reduzierte Ordnung o,, selbst, so daß 


die Ordnungszahl der irregulären Logarithmen des Grades e,p” noch weiter er- 
höht werden kann. Diese Erhöhung läßt sich entweder bis ins Unendliche fort- 
setzen; dann existiert eine irreguläre Einheitswurzel des Grades e,p" = ep”; 
also ist Z, der einzige erforderliche irreguläre Fundamentallogarithmus. Ist da- 
gegen n < v, — v,, so gelangt man bei dieser Erhöhung wieder zu einer endlichen 


höchsten Irregularitätsordnung P_ „= 0, —A,e mit n,>0. Durch einen Loga- 


ep" 
rıthmus Z, von dieser Ordnung sind dann alle irregulären Logarıthmen von 
Einseinheiten der Grade ' 


ep”, u, ER Een 
darstellbar, denn die Vielfachen 
7 0 
besitzen die höchsten Irregularıtätsordnungen 
0, —Nıe, end |. Az l)e, 0,6 

während p":L, wieder die reguläre reduzierte Ordnung o,, besitzt, also noch nicht 
von höchster Irregularıtätsordnung ist. So fortschließend gelangt man schließ- 
lich zu einem Logarithmus p"-!L,_ı von der regulären Ordnung 0,,_,], der zu 


einer Einseinheit des Grades e,p” “* gehört, für den also wegen der vorausge- 
setzten Existenz der irregulären Einheitswurzeln dieses Grades die zugehörige 


höchste Irregularıtätsordnung den Wert + © besitzt. Also sind L, Li: -, Le-ı 
die ‚einzigen irregulären Logarithmen, welche in das Fundamentalsystem aufge- 
nommen werden müssen. Für die in (20a) auftretenden Zahlen n, =n, n,, .. ., Ne-ı 
läßt sich eine andere Schreibweise einführen, die für die Grade der zu den höchsten 
Irregularitätsordnungen gehörigen Einseinheiten einfachere Ausdrücke liefert. Da 
nämlich P,,+ »,e> r + e, also größer als alle regulären reduzierten Ordnungen 
ist, so kann man eine positive Zahl », < »v, bestimmen, so daß 


P.. E= ve =— On, + vie, 
also 


Pu. = 9%, (9% — Pı)e 


ist, so daß n = »,— », gesetzt werden kann. Entsprechend liegt P, „.-., + ?ıe 
oberhalb r +e; also besteht wieder eine Gleichung 


32” 








(22) : 
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oder 
Pr ‚az 0, ur (v, zn v.)e, 


so daß n, durch », — », ersetzt werden kann. Fährt man so fort, die Zahlen n, 


® 


durch die Differenzen »;— v;;ı zu ersetzen, so erhält man für die höchsten 
Irregularitätsordnungen sämtlicher Grade die Übersicht: 





[fe =P, = —i(N— ne P,= Pe = 0, Ye 
E =, "MH Nn—Dde Pt = 01, — (9 — 9% —1)e 
ARE u 0, u EL. — 0,, u 

P.-ı En zus ®,, 1 Ei (%_ı Be Ye) P, P mv 
ee 9n,_ı gr (re-ı —“ Ve ya l)e u, En pro—Vetl f == + 0 
Pr > re =P, „-ı 


Die Anfangsglieder der Vertikalreihen 
Po; P,, ...; P.-ı; (, = + ©) 


stellen jedesmal diejenige höchste Irregularitätsordnung dar, zu der ein irregulärer 


* Fundamentallogarithmus 


Lo; L,, ...; L.-1; (L.=0) 
gehört. Man kann also das Ergebnis aussprechen: 


Existieren in einem Körper die p”-ten irregulären Einheitswurzeln, so 
lassen sich sämtliche irreguläre Logarithmen durch e irreguläre Funda- 


mentallogarithmen 
(23) Lo; L,, a W 
von den höchsten Irregularitätsordnungen 
(24) PR = 9 — (HM — Hi4ı)e =0,1,..,e—1) 


und die regulären Fundamentallogarithmen darstellen, denn das System 
L;, pLo; .eo.g lm) #7 .. .; En, pL.-ı, ...; pe!L_ı 


bildet ein System von Logarithmen höchster Irregularitätsordnung für die 


Grade 
„“v—l, 2 V—)e_1 Y—)4e_ıt+l V—yv—1 
Ze eoPr +++, CP red re 9, 


während die irregulären Logarithmen aller höheren Grade, denen irreguläre 
Einheitswurzeln entsprechen, allein durch die regulären Fundamentalloga- 
rithmen darstellbar sind. 


Um alle regulären und irregulären Logarithmen von K(p) darzustellen, kann 
man daher das für die regulären Logarithmen erforderliche Fundamentalsystem 
aus den A=e:f regulären Elementen 
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(e,p”®) 


l,, l,, 0, ng l 
folgendermaßen umformen: Man ersetzt in der Reihe mit der Ordnungszahl o, : 
+. An +, re, a +. delt... ,e—1) 


ein bestimmtes Element durch denjenigen Logarıthmus von höchster Irregularitäts- 
ordnung 


Leni r... (G=0,1,..,e—1), 


dessen Ordnung P; zu o,, modulo e kongruent ist, und zwar so, daß die Anfangs- 


n i7 


koeffizienten der übrigen —1 Elemente der Ordnung o,, mit %,w zusammen 
wieder eine Basis modulo p bilden. Das ist stets möglich; denn ist 


— GE an 
vwot=cow+toW+t'+tcw (mod p), 


so ist darin mindestens ein Koeffizient, etwa c,, von Null verschieden; also bilden 


n,7, 


Ww; w 3 Wa, +» + +, U 


ebenfalls eine Basis modulo p. Dann sind alle nicht äquivalenten regulären Loga- 
rithmen der Ordnung o,,; durch die f Logarithmen 
(hi) (hi) 


(25) Fu uch (i=0,1,..,ce—1) 


darstellbar, denn p"'Z; besitzt die Ordnung o,, und den Anfangskoeffizienten ®, w 


Ist eine der höchsten Irregularitätsordnungen von der Form (20b) ar ne, 


niq 


was nach dem vorhergehenden nur für P,_ı eintreten kann, da die aus 


() (0) (0) ) ö 
(e—ne) + ne abzuleitende höchste Irregularitätsordnung bereits den Wert 


iu (e,P”) 
+ © besitzt, so kann Z,_ı an die Stelle des Ersatzlogarithmus / treten. Da 
5 Pi (0 0) _ 
nämlich nach Voraussetzung der Anfangskoeffizient &, von L,_ı = na" """&, +: 


nicht durch die f— 1 Anfangskoeffizienten der regulären Basislogarithmen der- 


selben Ordnung 
(0) (0) (0) 
tete ML... (di=l2..,f—1) 
a 
darstellbar ist, so gilt das gleiche von dem Anfangskoeffizienten &,w”? von 


(0)__ (0) (0) _ 

p LU = ® w"E, + ee 
in bezug auf die {—1 Anfangskoeffizienten von 

(0) 
prl,=nt&wt+:.-- G=1,2...f-1) 
(0)__ (e,P”°) 

Also kann p"L,_ı an Stelle des Ersatzlogarithmus / verwendet werden. Man 
erhält also das folgende wichtige Ergebnis, das die Frage der Darstellung der 
Logarithmen für sämtliche Körper vollständig und naturgemäß löst: 


Das Fundamentalsystem für die Logarıthmen eines Körpers, der die 
primitiven p”-ten Einheitswurzeln enthält, besteht aus e irregulären Loga- 
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rithmen von höchster Irregularitätsordnung und A— e regulären Loga- 
rithmen. Es hat also die Form 


(26) nt ei 


und zerfällt in e Systeme von je f Elementen, deren ÖOrdnungszahlen 
modulo e kongruent sind. 


Man kann daher die auf S. 229 zunächst für die regulären Logarithmen einge- 
führte Klasseneinteilung, nach der alle und nur die in dieselbe Klasse gehören, 
deren Logarithmenordnungen modulo e kongruent sind, auch auf die irregulären 
Logarithmen ausdehnen. Man erkennt dann aus der obigen Betrachtung der Irre- 
gularitätsordnungen, daß A— e dieser Klassen keine irregulären Logarithmen 
von höchster Irregularitätsordnung enthalten; sie sollen kurz als reguläre Klassen 
bezeichnet werden. Ihre niedrigste Ordnungszahl ist eine reduzierte Ordnung o,, und 
die Anfangsglieder aller ıhrer Elemente lassen sich durch die f Fundamentalloga- 
rithmen dieser Ordnung darstellen. Die e übrigen Klassen dagegen enthalten irre- 
guläre Logarithmen von höchster Irregularitätsordnung von der Form go, — ne; 
die Anfangsglieder aller Elemente einer solchen irregulären Klasse lassen sich durch 
einen zu dieser Ordnungszahl gehörigen irregulären Fundamentallogarithmus und 
f —1 reguläre Fundamentallogarıthmen der Ordnung o, darstellen. Die Klasse 


K“, deren Logarithmenordnungen zu 0,, = P”&y — Yye kongruent sind, gehört 
entweder zu den regulären Klassen; dann sind die Anfangsglieder ihrer Elemente 
durch f—1 reguläre Fundamentallogarithmen der Ordnung o, und den Ersatz- 
logarıthmus der Ordnung 0 = o, „= &p” darstellbar; oder sie gehört zu den 
irregulären Klassen, dann sind sie durch f—1 reguläre Fundamentallogarithmen 
der Ordnung o,, und einen irregulären Fundamentallogarithmus der höchsten 
Irregularitätsordnung 0 — ne darstellbar. Als (e + 1)-te Klasse tritt die Klasse 
K, hinzu, welche die Ordnungszahl + & besitzt und alle Logarıthmen vom Werte 0 
umfaßt, zu denen die p“-ten Einheitswurzeln als Numeri gehören. 

Wendet man das allgemeine Ergebnis von S. 235 auf den wichtigen Spezial- 
fall an, daß in ÄX(p) die höchstmöglichen irregulären Einheitswurzeln existieren, 
setzt also »; = »,, so erkennt man, daß keine irregulären Logarıthmen von 


höchster Irregularitätsordnung existieren, so daß das Fundamentalsystem aus / 


(e,p”®) 
regulären Logarithmen /,,l,, *-, 2 besteht. 


Enthält andrerseits X(p) überhaupt keine irregulären Einheitswurzeln, liegt 
also ein regulärer Körper vor, so besteht das Fundamentalsystem aus den A 
regulären Fundamentallogarithmen [,,...,/;, unter denen kein Ersatzlogarithmus 
vorkommt. 


$ 2. Berechnung von Ordnungszahl und Index des Regulators. 


Auf Grund der gefundenen Gesetzmäßigkeiten kann man nun die Berechnung 
von Ordnungszahl und Index des Regulators R = |l,...!;| durchführen. Aus 
denjenigen Spalten, die aus irregulären Fundamentallogarithmen bzw. aus den 
Ersatzlogarithmen bestehen, lassen sich Potenzen von p als Faktor vor die Deter- 
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minante ziehen. Enthält zunächst das Fundamentalsystem für die Logarıthmen 
von Ä(p) den Ersatzlogarıthmus, so entsteht aus der zugehörigen Determinanten- 
spalte 
(e,p) (da. +roe (Wgp” (I) k=1 
lu= 7% u rt‘ ( 


durch Absonderung des Faktors 
(vie (vog 
pP = (1) m, w +°-- 
der Wert 
„Dee, BaP"— ug () 
(-1)'n, w a - 
also läßt sich aus AR der Faktor p” absondern. 


Aus jeder irregulären Spalte von der Form 


I 1 a 06 vg \ 
den, mie () ü / 
Tl. w+ Kai... 


läßt sich die Potenz 
u (ld) —nie (D) —niq 
p '=n w +. 
absondern, wodurch die Spalte die Form erhält 
(en, oa (ni 
nn mW +: 
Nach S. 226 kann man dafür setzen 
De, W () 0) 
2, (vw toWw +" +4w)+',, 
wo die rationale Zahl c, von Null verschieden angenommen werden kann. Durch 


Subtraktion der mit den Koeffizienten c,,...,c, multiplizierten regulären Spalten 
«4 En, Flle 
der Ordnung o,. reduziert sie sich auf das Glied z, c,w, +, also tritt der 
v 


Faktor c,p "‘ vor die Determinante. Aus allen irregulären Spalten zusammen 
e—1 
,Zri | | 
kann also der Faktor C.p ‘= ,„ wo (€ eine ganze rationale, nicht durch p teil- 
bare Zahl bedeutet, abgesondert werden. Setzt man für die Exponenten n, die 
auf S. 233 eingeführten Differenzen »; — v;;ı ein, so erkennt man, daß 


e—1 
En nn) tn mW) + tn rd en—n 
0 
ist. Also läßt sich insgesamt aus AR der Faktor 
(27) C ’ il ER 5. p’: 
abspalten. 


(e.p”) 
Enthält dagegen das Fundamentalsystem den Ersatzlogarıthmus / nicht, 


sondern tritt statt seiner der irreguläre Logarithmus 


(0) 
0 0), — 0 n oe — z 
o\ In. & - | ze I=e-1- Ve E = “eo = terre u & 4... 


auf, so läßt sich aus der zugehörigen Regulatorspalte die Potenz 


RR = T 











238 Disse, Fundamentalsystem für Logarithmen und Regulator eines p-adischen Körpers. 


(0) 
rn Rn ERTER 
absondern. Aus den übrigen e — 1 irregulären Spalten läßt sich diesmal 
e—2 
Ri u p "re? 


abspalten; also tritt in diesem Falle ebenfalls insgesamt der Faktor 
C ’ REEL Rn cp’ 


vor den Regulator. 

Ist kein Ersatzlogarithmus vorhanden, so bilden die Koeffizienten von je f 
Spalten der nach Abspaltung von C. p”® entstehenden Determinante AR, eine be- 
liebige Basis modulo p; also kann von vornherein angenommen werden, daß alle e 
Gruppen von je f Spalten dieselben Anfangskoeffizienten besitzen. Ist dagegen 


(ep*) (&,p*) 
der Ersatzlogarithmus / vorhanden, so enthält A, das Element p” / 


dem Anfangskoeffizienten 


mit 


0 
(— 1)” we? vg &- 
Dieser ist nach S. 229 so gewählt, daß er mit den Anfangskoeffizienten 
Q @ () 


() () 


Suse... N 


() 


&- 


1: In. 
der {—1 Fundamentallogarithmen der Ordnung o,, eine Basis modulo p bildet, 
also gilt das Gleiche von den f Zahlen 
a ® 0) ER 

2) (&, = ( 
in einem der konjugierten Körper. 

Da die Basissysteme für die übrigen Gruppen von je f Spalten ganz beliebig 
sind, kann man wieder von vornherein annehmen, daß alle e Gruppen von je f 
Spalten dieselbe Basis (28) als Anfangskoeffizienten besitzen; der Gleichförmigkeit 
halber soll die gemeinsame Basis auch in diesem Falle mit (ie, Di 10) bezeichnet 
werden. 


Folglich hat die nach Abspaltung von C'p’® übrigbleibende Determinante 
aus den Anfangsgliedern der Fundamentallogarithmen und ihrer Konjugierten, 


die als der ‚reduzierte Regulator‘‘ R, bezeichnet werden soll, folgende Form: 





at RE ze: w;; ze, cr aew,; ET RE TAN I rem, m 
De Baal 5 ze w,; eu, Dr ae; ra EA FT eo, m 

(29) m 'w. ze wi; ze. au? a a er ten. | u 
R, = ze u. ur; KATH eur; FITEE RE TEEER SACHE CARE SEND neu... m 
EEE ENTE, 
RES SCENE RER 





u 


w 18 
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oder in abgekürzter Schreibweise 

8a 25 We 
1... 
Ds 2 GN 


denn die Primzahl x besitzt / Zyklen von je e Konjugierten 


(0) 0) 4) (1) d—-1) (-1) 
BE ea een Aa 


(29 a) R, = | rem wr 





’ 


während jedes Element w, die f Konjugierten 
’ 1-1 (0) (1) (2) d-1) 
(w,, u en; ) = (W, 0, %... W,) 
besitzt. Die Berechnung von A, läßt sich nach einer Methode durchführen, die 


der von Herrn Hensel in seiner „Theorie der algebraischen Zahlen‘‘!) zur Aus- 
wertung der Determinante 


us‘ et, —1 
Aln,a)=|\n'n"| =03,..,0—1 
k=1,2 e 


angewendeten genau entspricht. Bildet man nämlich aus den e ersten Zeilen von 


R, alle Unterdeterminanten e-ter Ordnung, so sind nur diejenigen von Null ver- 
schieden, in denen die Exponenten o, sämtlich verschieden sind, da in den übrigen 
sich zwei Vertikalreihen nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, durch 
dessen Abspaltung eine Determinante mit 2 gleichen Kolonnen entsteht. Alle 
nicht verschwindenden Unterdeterminanten e-ter Ordnung aus den e ersten Zeilen 


| (0... Oo, | 
ı rw, nrw; 
| 
(30) ads .5*- is 
} ’ N | 
| 7%, sw, 
wo (w} ...w;) eine beliebige Kombination der Elemente (w,... w,) mit Wieder- 
holungen zur e-ten Klasse bedeutet, sind durch die Determinante 
(0) (0) 
Pı ee | 
(0) ++ (0), 
(31) Aa)=| ----:++- || (kd,m=1,...e) 
(0)g, 0. |. 
a 


teilbar; also gilt nach dem Laplaceschen Determinantensatz das gleiche für die 
ganze Determinante R,. Wendet man auf die andern Gruppen von je e Zeilen 
dieselbe Überlegung an, so erhält man für R, die Darstellung 


(32) R,= G(w) mem | mm .. em k,mm=1,...,e). 


’ . (“) 
Darin hängt G(w) nur noch von 
(ü) (i) 
wı, .. ., W, 


ab, wie die Vergleichung des Grades in bezug auf irgendein Element 7, lehrt. 
R, enthält jedes solche Element höchstens in der o,-ten Potenz; in den rechts 





!) a. a. O. Kap. IX, $ 3, S. 222 #8. 


Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 4. 33 
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stehenden Determinanten tritt jedes 7, genau in der o,-ten Potenz auf; also kann 


G(w) keine der Zahlen 7, mehr enthalten. Zur Bestimmung von G(%) können 
daher die f Zyklen M.. . 7.) einander gleichgesetzt werden; sie mögen sämtlich 
gleich dem ersten Zyklus (7, Wr 7.) angenommen werden. Dann kann man nach 
einem Satz von Kronecker !) für diese vereinfachte Determinante die Produkt- 
darstellung geben 














os Reel... (Teheih) 
’ u En ’ 
also ist 
(i) (i) (@) le 
G(w)=e:'|/w,...% 
und daher 
— i i) Jje/-Iıc 
(34) R,= el... I |aer|. 











Ordnet man die Horizontalreihen von A, so um, daß zuerst alle f Zeilen hinge- 
schrieben werden, die z, enthalten, sodann alle, die z, enthalten, usf., wobei sich 
höchstens das Vorzeichen von AR, ändert, so ist das Diagonalglied der umgeordneten 
Determinante gleich dem Produkt der Diagonalglieder der rechts stehenden Deter- 
minanten; also hat e den Wert +41. Für das Quadrat des reduzierten Regulators, 
das als symmetrische Funktion der Konjugierten eine rationale p-adische Zahl ist, 
folgt daraus 


(34 a) = |%,...9|” 


Wer. W, 


(ü) 











ar]. 


r ) 
Die Determinanten rem | ie sich nun von der Cauchyschen 
Potenzdeterminante 


(35) c® = 1,8... 
nur um einen genau durch p teilbaren Faktor. 


Ist nämlich zunächst e nicht durch p teilbar, so kann die Primzahl 7 stets 
so gewählt werden, daß sie nebst ihren Konjugierten der reinen Gleichung e-ten 
Grades ?) 

—pn=0 
genügt, wo n, eine (p! — 1)-te Einheitwurzel des betreffenden Körpers darstellt. 
In der früher benutzten Entwicklung von p (vgl. $1, S. 183 der ersten Arbeit) 


(eg 
P= uw 


ist daher die Einseinheit /,= 1 zu setzen, so daß man hat 
(0), 
P (k=1,...,0). 


(36) 2, = pw 
Reduziert man also die Ordnungszahlen o, auf ihre kleinsten positiven Reste 


modulo e 
o„=a,+teb, (Sa, <e), 





1) Vgl. Hensel, Acta mathematica, t. 14, p. 317—319: „Darstellung der Determinante eines 
Systems, welches aus zwei andern komponiert ist“. 
2) Vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. VIII, $ 6, S. 201. 











Disse, Fundamentalsystem für Logarithmen und Regulator eines p-adischen Körpers. 241 


so kann man wegen 
zu em us zum + eb an „dm w 1’m 


u U x 


— gbm 


aus jeder Spalte von A(r) den Faktor p”" w 
Determinante also 


absondern, aus der ganzen 


denn Zb, hat den einfachen Wert 1. Um das zu zeigen, bilde ich die über alle 
reduzierten Ordnungen erstreckte Summe 


Dr Om = Za,„te:b, = Zpk —eix. 
1 


Also ist 

e2(x +b.) =2(p’k —a,)- 
Da die Zahlen a,, die Werte 0,1,...,e— 41 durchlaufen, während die Zahlen p*k 
die Werte r +41,...,r +e annehmen, so kann man die rechts stehenden Diffe- 
renzen so zusammenfassen, daß r-+1 davon den Wert e erhalten, während 
die übrigen verschwinden; also ist 


Z(«+b,)=r +1. 
Andererseits hat 2x den einfachen Wert r, denn zu jeder Zahl p*k gehören genau 
x durch p teilbare Zahlen unterhalb r-+e; also ist £&x gleich der Anzahl aller 


durch p teilbaren Zahlen unterhalb r +e, also gleich =] —=r, da die zu 


verschiedenen Werten von k gehörigen Zahlen von der Form p"k sämtlich ver- 
schieden sind. Also ist in der Tat 2b, =1. 
Die nach Abspaltung des Faktors pw 


q 


= +n(a,) aus A(x) übrig- 


bleibende Determinante mom | stimmt bis aufs Vorzeichen mit der Cauchyschen 
Determinante (35) überein, da (a,,..:,.a,) eine Permutation der Zahlen 


(0,1,...,e—41) darstellt. C{” ist nun gleich der Diskriminante der Gleichung 
e-ten Grades 


(37) Pole) = —pu'=0, 


(0) . . . .. ® 
der r, nebst seinen Konjugierten genügt. Es ist daher 
e(e—1) Se 1) 
(0) e— Fi 


33) =D) =(-1) ? nlia)] = (1) T en) 


(7) Be m |? ergibt sich daraus 


e(e—1) 1) 


aa (1) F enlay". 
d-1) 


Entsprechendes gilt für die übrigen Determinanten Aa ), ...„4A(r). Ein- 
setzen in Formel (34a) liefert für das Anfangsglied des Regulatorquadrats den 
Wert 


(39) R= 


Wegen 4 (7) = 


} e— 1) 
(#) 2 ur a 
|. (—1) ? EN (a)*", 


Ws... 











1) Vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. IX, $ 2, S. 218. 
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wo N(z) die volle, über alle A konjugierten Primzahlen erstreckte Norm bedeutet. 
Da N(r) genau durch p’ teilbar ist, während alle übrigen Faktoren p nicht ent- 
halten, so hat die Ordnungszahl des Regulatorquadrats den Wert 


(40) 2P,„=fle+IN). 
() 


Der Regulatorindex hängt von der Wahl der Basis (%, ...%,) modulo p ab. 
Da sich aber jede Basis durch die spezielle 


() _ 
(1 W...W ; 
aus den Potenzen einer primitiven (p' —1)-ten Einheitswurzel, die ja ein primitives 


Element f-ten Grades für den betrefienden Körper darstellt, homogen und linear 
ausdrücken läßt, so besteht die Determinantenrelation 


() |4® @y_ı —=airl...—l 
W, I1W...® | wer ), 

worin die Substitutionsdeterminante |c,| eine rationale, nicht durch p teilbare 
Zahl darstellt, also ist der Index des Regulatorquadrats bis auf den Index einer 














C; 


RR 
rationalen Quadratzahl, also bis auf ein Vielfaches von "il bestimmt. Aus 
(39) folgt für ihn der Wert 
(41) 2 Ind R=elnd D(w) + Alnde + (e +14) Ind N(r) 


+ 22° Ind (1) +2 Ind |o4]. 


Darin bedeutet D(w) die Diskriminante der irreduktibeln Gleichung f-ten Grades, 
der eine primitive (p’— 1)-te Einheitswurzel nebst ihren Konjugierten genügt, 





denn diese ist gleich dem Quadrat der Determinante '1W BE . Der Index 
der Norm von z hat den Wert 
2% 
(41a) Ind N(r) = — et + ffe— 1) Ind (—1), 


da die Partialnormen den Werten 
i—1 


pe, NT, Ne I 
modulo p kongruent sind. Der Index von — 1 hat in allen Körpern den Wert 


TR 
P—3 Ind |c,,| kann in allen den Körpern zu Null gemacht werden, für die e 


2 
nicht durch p —1 teilbar ist, denn dann kann jene einfachste Basis (1% Er w) 


zur Bildung der Fundamentallogarithmen benutzt werden. Ist dagegen 
e = e®"(p —1), so muß die Basis die Form (£,,...,£,) besitzen, wo &=9(z,) 
= r, —x,w’ (mod p) ist, also tritt in (41) Ind |c,,| wirklich auf. 
Ich betrachte jetzt noch den Fall, daß e durch p teilbar ist, also die Form 
(42) e = p*e, 


besitzt. Auch dann läßt sich zeigen, daß sich die Determinante Ar) von der 


Cauchyschen Potenzdeterminante C{’ nur um einen genau durch p teilbaren 
Faktor unterscheidet. Mit Hilfe der irreduktibeln Eisensteinschen Gleichung: 





kw 
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(3) Bla)=+pane +paa "+ +po=0!), 


(0) 0) (0) Bis; 
der z, in diesem Falle genügt, läßt sich nämlich jede Potenz zum = a,"tm in 


der Form 


(0) (0) (09 _ (0), — 
m =D, +D, u, +Dr. +: +D-m 


darstellen. Darin ist der Koeffizient von zum genau durch p”” teilbar. Es ist 
nämlich nach Gleichung (43) 


(0) mom (0). b (0 Da b (0.1 
7" = (n,)" = u | -p) ” (Co + Cı 7, +: E + G.— 1 77T, )’" 


Dam m 
= N, (— p)’* (c) u 
wo die Punkte Glieder höherer Ordnung andeuten. 

Entwickelt man nämlich die Potenz („+ cr +: +6_ı a" ')’m nach 
Potenzen von z und bringt den erhaltenen Ausdruck A, + A, + +++ A,n” 
mit Hilfe von Gleichung (43) auf die reduzierte Form C, + €, x e ee, 
so erkennt man, daß das von x freie Glied die Form hat 

C,= com — oA, + pPoA, FF... = 04 P Co; 
also hat das niedrigste Glied der Entwicklung in - hai den Einheitskoeffizienten 
c® + p&,. Multipliziert man daher jede Spalte zum der Cauchyschen Potenz- 
determinante C}” mit dem Faktor (— p)” (com + pc,) und addiert dazu die mit 
den Koeffizienten D,, D; ,. - +, Dan» Day+ıy +», De_ı multiplizierten übrigen Spalten, 


so geht C{” in A(r)° über. Also besteht zwischen beiden Determinanten die 
Relation 


(0) \; 25 - 
Aa) = (pP) Ile” + Pen) CH 
oder ‘die Kongruenz 
O2 _ | Dem |? u 
(44) Aa =|aer| = Palin... 
== n(%)°- 1. Po 0 |? (mod p?). 


Für die Gleichungsdiskriminante D(r) von Gleichung (43), die gleich 
co” ist, gilt auch in diesem Falle die Darstellung (38) von Seite 241: 


e(e— -D 


=D) = (1° ni). 
Die Norm der Ableitung von (43) hat aber in diesem Falle den Wert 
(45) (Br) = en la" 9), 


(0) 


wo € die um 1 vermehrte Ordnungszahl von # (x), die sogenannte Verzweigungs- 
ordnung von p bedeutet. Sie ist für jede in e enthaltene Primzahl größer als e und 





liegt zwischen den Grenzen e +41 und (s-+A)e Für nem |” 
(44) und (45) der Wert 


folgt daher aus 





!) Vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. VIII, $ ö, S. 196. 
®) Vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. IX, $ 2, S. 219 
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e—1 
men = (17 &ın(@)"*" (mod ps). 


Führt man für die konjugierten Determiannten em | die entsprechenden Über- 
legungen durch und setzt die erhaltenen Werte in die Formel (34a) ein, so erhält 
man in diesem Falle für das Anfangsglied des reduzierten Regulators die Dar- 
stellung | 
0 j e—1 

(46) R=|%....0| 1) ? ala) Nia)*", 
in genauer Entsprechung zu Formel (39), wenn man e durch e ersetzt und berück- 
sichtigt, daß der Anfangskoeffizient &-ı von yy(rz) den Wert e besitzt, falls e 
nicht durch p teilbar ist. 

Für die reduzierte Regulatorordnung ergibt sich in diesem Falle der Wert 


(47) 2P,= fe +1). 


Fügt man den abgespaltenen Faktor p’° wieder hinzu, so erhält man für die 
Regulatorordnung selbst die einfache Gleichung 





(48) 2P,„= fe +1) +29. 
Für den Regulatorindex folgt 
(49) 2IndR=elndD(w) +Helndn(c;_ı) + (e +1) Ind N(r) 


+ ee Ind (—4) +2 Ind |c,,| +2 Ind cC, 





 . 
wC= Ic ist. 
= 


Nach Formel (45) haben die Partialnormen die Werte 
() e_W 
n(r,) = (—1) Pc 


Also ist in diesem Falle | 
Ind N(z) = Ind (n(c)) + AInd (—1). 
Nun ist nach Gleichung (43) 


(0) ne 
= — — 11 — 2 —  — ar=urt(l + :-.), 


wo die Klammer eine Einseinheit ist und g den Index von —p bedeutet. Also ist 


TEEN sea. 
Ind n(c,) gi 8 p Da 4 ’ 
so daß man hat 
Bi 


und daher 
a. ern 
(50) 2IndR=elIndD(w) Helndn(e, ,)—(e+1)g : = 


Ya tet eu 





2 


wo Z eine rationale p-adische Zahl bedeutet. Also läßt sich auch in diesem Falle 
der Regulatorindex vollständig angeben. 
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$ 3. Die multiplikative Darstellung der Einseinheiten von K(p). 


Vollzieht man in den bisherigen Ergebnissen nach den in $ 2 der ersten Arbeit 
hergeleiteten Vorschriften den Übergang zum Numerus, so lassen sich alle Er- 
gebnisse der Henselschen Abhandlungen H. II und H. IV auf höchst einfache Weise 
wiedergewinnen. 

Ich mache gleich wieder die Voraussetzung, daß der Körper genau die pri- 
mitiven p”-ten Einheitswurzeln enthält, wo O=S»,= », sein kann. Dann folgt 
aus der Darstellung aller Logarithmen durch das Fundamentalsystem (26) von 
$ 1, S. 236 

1) I=ob,+GL +: +6-ıle-ı + 6bHılaı tt tal 


durch Übergang zum Numerus 


e Lo1Co L,xCı LE. _ 110. 1 e 
(2) ui ET ET TA... 
oder . i 
(2a) = nn, er nr rg an u 


Also läßt sich jede Einseinheit durch ein Fundamentalsystem von A-+1 Eins- 
einheiten darstellen, von denen die erste eine primitive p”-te Einheitswurzel « 
ist, die hier der Gleichförmigkeit halber auch mit », bezeichnet werden soll. Unter 
den A übrigen Fundamentaleinheiten sind n,;1,--., 7, regulär, können also als 
zweigliedrige Einseinheiten von der Form n, = 1 + zw, gewählt werden, während 
N09 +++, 9.1] Irregulär sind. Da ihre Logarithmen 


Lt 4. “tr... G=0,1,..,e—1) 
nach $ 1, S. 234 von höchster Irregularitätsordnung sind, besitzen 7... -,7,_} 


selbst die „höchsten Irregularitätsgrade‘‘*), d.h. die Potenz n7?* besitzt einen 
möglichst hohen Grad 


(3) s;=P;,+ve (=0,1,..,f—1). 
Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Irregularitätsgrade 
5 — 841 =P; —Pyrı + (rn — Niyı)e 
= Ne + (ln Ne — P;4ı — 0 —Pyı <0 
ist stets negativ, denn nach der Übersicht (22) auf S. 234 gehören sowohl 0), 
als P;;ı als Logarithmenordnungen zu Einseinheiten desselben Grades e,p" "'*!: 


aber o,, ist noch keine höchste Irregularitätsordnung, also sicher kleiner als P;,.. 
Also bilden diese Irregularitätsgrade eine steigende Reihe 


(4) << << = +8, 


wo 5; = + © der zur Einheitswurzel 7, = w gehörige Irregularitätsgrad ist. 
Da man nach dem in $ 2 der ersten Arbeit, S. 186f. angewandten Verfahren 

von einem beliebigen irregulären Logarithmus Z, durch eine endliche Anzahl 

von Subtraktionen von Logarithmen regulärer zweigliedriger Einseinheiten zu dem 





!) Vgl. S. 198 der ersten Arbeit. 
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Vielfachen c,L, eines Logarithmus von höchster Irregularitätsordnung gelangt, so 
ist auch umgekehrt E 
Gl =L, +1 + pr. +1, 


gleich einer endlichen Summe von Logarithmen zweigliedriger Einseinheiten, denn 
für L, kann speziell der Logarithmus einer zweigliedrigen irregulären Einsein- 
heit desselben Grades gewählt werden. Durch Übergang zum Numerus folgt 
daraus, daß die irregulären Basiseinheiten 7, (für =0,1,....,e—1) aus einer 
endlichen Anzahl von Gliedern bestehen, weil für 


7 = (1 + net weta)(1 + ahwr)... (1 + rw) 


dasselbe gilt. Nur für die irregulären Logarithmen, die zu Einseinheiten der 
höchsten Grade 

eo Y eo — ..., &9P 
gehören, umfaßt die Reduktion auf Z, = 0 unendlich viele Schritte, also besteht 


die zugehörige Einheitswurzel 


Yo 


aus unendlich vielen Gliedern. 
Man kann daher folgendes Ergebnis aussprechen: 


Enthält ein Körper die primitiven p”-ten Einheitswurzeln n,, so be- 
steht das Fundamentalsystem für seine Einseinheiten 


N: 71 „o.. Ne; Metly ++, Mi 
aus A+ 1 Elementen. Von diesen können die A — e regulären 
Nr MM 


als zweigliedrige Einseinheiten gewählt werden; 7, ist eine primitive p”-te 
Einheitswurzel, die aus unendlich vielen Gliedern besteht; 79, - - -, 7e,ı Sind 
irreguläre Einseinheiten der höchsten endlichen Irregularitätsgrade 


die eine ansteigende Reihe bilden; sie bestehen aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern. 


Dieses Fundamentalsystem ist so beschaffen, daß sich aus den Potenzen 
seiner Elemente Basissysteme für die nicht äquivalenten Einseinheiten sämtlicher 
Grade bilden lassen, und zwar läßt sich eine Klasseneinteilung der Einseinheiten 
in e-+ 1 Klassen einführen, so daß alle und nur die Einseinheiten derselben Klasse 
durch die Potenzen derselben Basiselemente darstellbar sind. Rechnet man näm- 
lich alle und nur die Einseinheiten mit modulo e kongruenten Logarithmen- 
ordnungen in dieselbe Klasse, so kann man die Ergebnisse von $ 1, S. 229 
wörtlich auf die Einseinheiten übertragen. Zu den A— e regulären Loga- 
rithmenklassen gehören A — e reguläre Einheitsklassen. Für sie gilt der ein- 
fache Satz: 

Alle und nur die nicht äquivalenten Einseinheiten derselben regulären 
Klasse lassen sich bis auf eine Einseinheit höheren Grades durch die p"-ten 








m \X9 
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Potenzen von f zweigliedrigen Einseinheiten niedrigsten Grades aus der be- 
treffenden Klasse darstellen. 


Aus der Gleichung für die Logarithmen 
m „® „® Zu 
pl, =aplhı+oplb +: +cp , + p"lzı 


folgt nämlich durch Übergang zum Numerus 


n (Kpn\e, (pn \e, (k)pn \e 
(6) 7 = (m )* (9")° 0"): 
Die p"-ten Potenzen der Basiseinheiten k-ten Grades bilden also wieder Basis- 
systeme für die Einseinheiten einer gesetzmäßig anwachsenden Reihe von Graden. 


Die Bestimmung sämtlicher Grade, welche die Einseinheiten derselben regulären 
Klasse annehmen können, liefert folgender Satz: 


Es sei x der kleinste Exponent, für den 7?* Exponentialeinheit ist. Ist 
dann n<x, so ist n?" vom Grade p"k; ist dagegen n > x, also von der Form 
n=x%-+n,, 50 ist 7?" vom Grade p*k + nye. 

Der Logarithmus p"log n, von n%" besitzt nämlich die Ordnung o, + ne. 
Dazu gehört nach $ 2, Gl. 2, S. 186 der ersten Arbeit für n=x der Grad 


k  Atret+@on)e _(& +xe):p 
n pin px 
Für n> x dagegen ist 
0, +ne=p’k—xe+(x+n)e=pk+me>r; 
also liegt der Logarithmus einer Exponentialeinheit vor, deren Grad mit der Loga- 
rithmenordnung übereinstimmt, also in der Tat den Wert p*k + n,e besitzt. 


Sämtliche Einseinheiten der regulären Klasse $, besitzen also Grade, die 
der Reihe 








= kp". 


k,pk, p%k,...,p’k; p’*k-+e, p’'k +2e,... 
angehören. Den Zusammenhang zwischen Potenzdarstellung, Logarithmenordnung 


und Grad für die Einseinheiten derselben regulären Klasse zeigt folgende Über- 
sicht: 


Einseinheit: n mp a en 4 
(6) Logarithmenordnung: 0, %, te... +xe...0, +(x +n)e. 
Grad: k pk ...p%i ... Pk + ne 


Somit ist der in H. II, $4, S. 202 ausgesprochene Satz wiedergewonnen: 


Sind (Mm. ) Basiselemente für die Einseinheiten k-ten Grades, wo 
k nicht durch p teilbar ist, so bilden die Systeme 


7). N). Neth... N 


von je f Einheiten der Reihe nach Basen für die Grade 
k, pk,..., pk; pk-+e,...,prk-+ne, 
It n=1-+nrtw +---, so hat n? das Hauptglied pr*w‘ für k> r, denn 
für Exponentialeinheiten stimmen das Anfangsglied des Logarithmus und das 


Hauptglied des Numerus überein. Für k <r gehört zum Anfangsglied 
Journal für Mathematik. Bd.155. Heft 4. 34 
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p nk we o. kt eppXks—xq+q 
der logarithmischen Reihe der Grad’ pk und der Index 
_pPs—k«—1)ga+@&—1)g 
en. ae 
also hat in diesem Falle 7? das Hauptglied zwe, Für k=r= — — e() 





1 =ps (mod pf —1); 


endlich ist wegen 0.) = e(” 
p log N],(0) = pe (w* — we? w”) An et 
ze ze) +e (psp Rn w* W?) + u 


von höherer als r-ter Ordnung; also hat die zugehörige Exponentialeinheit das 
Hauptglied a«r(wsr — w*w®). Der Logarithmenklasse X, entspricht die Ein- 
heitenklasse 8, der p“-ten irregulären Einheitswurzeln, die sich sämtlich als Po- 
tenzen eines primitiven Elements n, = ® darstellen lassen. Den e übrigen irregu- 
lären Logarithmenklassen entsprechen e irreguläre Einheitenklassen, in denen 
irreguläre Einseinheiten von höchstem Irregularitätsgrade vorkommen. Auch für 
diese Klassen läßt sich die zugehörige Gradreihe aus der Übersicht (22) auf S. 234 
leicht ablesen. Zu den Logarithmenordnungen einer irregulären logarithmischen 
Klasse 


P= u 1 Fa FOR I P,+e = 0, —- (9; —- 91 De; ehr, 


P; nn (v, En v,,,)e . 0,3 Or; + e, PR 3 On; + Y,,,6 O,; + (%;.1 + 1)e Be 
gehören nämlich die Grade 


vv, v—/yi+tl, . Y% ımı, » . ” vi 1 u n . 2 “ 
BD: up a deren Bu re 
Zu den Graden 
Vo—Yi, vw—vi+tl, r v—ur1—1 
GP’ 5 &P ZER,  ahe 


gehören irreguläre Einseinheiten von höchster Irregularitätsordnung, die sich 
sämtlich durch die Potenzen eines einzigen Basiselements 7, darstellen lassen. 
Zu den folgenden Graden 

hi; Phi... pH hi te... 
gehören reguläre Einheiten; alle nicht äquivalenten desselben Grades lassen sich 
durch die p"-ten Potenzen der f Basiselemente für den Grad A;: 
a (hi) (Mm) (h) 
7? . ms; N] N,» er N 


darstellen, von denen das erste die Logarithmenordnung P, +(,—9,,,Je = 09, 


ı 


besitzt, also in der Tat vom Grade A, ist. Gehört $,, zu den regulären Klassen, so 
bilden für die regulären Einseinheiten der Grade 


—1 
eo; eoP; ...; ep” 


die {—1 Elemente 
(6) (&) (&) 
N,» Narr + N,—ı 


und deren p"-te Potenzen die Basissysteme; für die Einseinheiten der Grade 


e&P”; ep” + e; ..». 








0) 





Disse, Fundamentalsystem für Logarithmen und Regulator eines p-adischen Körpers. 249 


p’®) 
treten das Ersatzelement ug —=1 +7’, vom Grade e,p” und dessen p"—-te 


Potenzen hinzu. Gehört dagegen $, zu den irregulären Klassen, so sind nur 
die Basen für die Grade 

a 
(f — 1)-gliedrig, während für die Einseinheiten der Grade 


ep a,» 

das irreguläre Element 7, , vom Grade e,p“ "=! und dessen p" “—e-tte Po- 
tenzen hinzutreten. Also enthält in diesem Falle das Fundamentalsystem keine 
reguläre Ersatzeinheit des Grades e,p”, sondern an ihre Stelle tritt die Potenz 
n?*—! einer irregulären Einseinheit. 

Während man also genau wie für die regulären Klassen den Satz aus- 
sprechen kann: 

Alle nicht äquivalenten Einseinheiten derselben Klasse sind durch die 

Potenzen derselben Basiselemente darstellbar, 
verliert der auf S. 246 angegebene Satz über die Darstellung aller Einseinheiten 
der Gradreihe 

Birk... PR FR +. FR FR, ... 

durch die Potenzen derselben Basiselemente für k = e, seine Gültigkeit. Der Grund 
dafür liegt darin, daß nicht mehr alle nicht äquivalenten Einseinheiten der Grade 


eo, &oPy +, ap" 

derselben Klasse $}, angehören, sondern daß die irregulären von höchstem Irregu- 
laritätsgrade unter ihnen auf die e +1 irregulären Klassen verteilt sind. Um 
daher aus dem Fundamentalsystem Basissysteme für die Einseinheiten sämtlicher 
Grade zu bilden, muß man folgendermaßen verfahren: | 

Ist der Grad k nicht von der Form e,p’, so sind die f Basiselemente der- 
jenigen Klasse $, zu entnehmen, deren reduzierte Logarithmenordnung zu o, 
modulo e kongruent ist. Kommt man dabei auf eine der irregulären Klassen, ist 
also o, zu einer der höchsten Irregularitätsordnungen P, modulo e kongruent, so 
besteht das Basissystem aus den f Elementen 

u ABER 22 G=0,1..,e—1) 

oder deren p"-ten Potenzen; der Exponent des ersten Basiselements ist also stets 
durch eine höhere Potenz von p teilbar, als die übrigen. Ist dagegen 


k=&, &P; -: +, pP", 
so muß man zu den f—1 regulären Basiseinheiten aus der Klasse ®,, noch die 
Einseinheiten der höchsten Irregularitätsgrade 


_ - — = =p oh —1, 
(7) N,° Mr UM I N, FREE 7 ie 
nn m zur. 2 N pe. 
N. MH 7’, IN Mr 


aus den irregulären Klassen 

Ku in Ani Ko 
hinzunehmen, um Basissysteme für alle regulären und irregulären Einseinheiten 
der Grade 
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— —1. >) “ aa —Yarıio 
ee, Pr: PT ET  , ap: 
Y—/V—1 v v—1 
ep v € v 


» &@P*y--., ep 
zu gewinnen. Für alle Grade 
| k= &Pp”, @P” te, ..., &p" +tme, 


endlich besteht die Basis aus den f Elementen 


(eo) u, (e),» () .,, (up) 
N; ee; rn nP; 


Ve—Vs_1 + 1 


‚&P ++, e&9P 


VeVe—1 


und deren p"”-ten Potenzen, wo % entweder das reguläre Ersatzelement 
1+ Po =1+n" we”, + --- oder die Potenz des irregulären Elements 
n%*7‘ bedeutet, je nachdem $, eine reguläre oder eine irreguläre Klasse ist. 
Der Exponent des letzten Basiselements ist in diesem Falle stets durch eine 
niedrigere Potenz von p teilbar als die übrigen. Diese Basiselemente gehören 
wieder sämtlich zur gleichen Klasse $,. 

Man erhält also in diesem allgemeinsten Körper für jede beliebige p-adische 
Zahl die Darstellung 


(8) B=aWn=aWnn.. eine a... 
Darin durchläuft c, alle Werte unterhalb p’, 5 alle diejenigen unterhalb p/ — 1, 
a alle ganzen rationalen Zahlen, während alle übrigen Exponenten beliebige ganze 
rationale p-adische Zahlen sind. Vereinigt man die primitive p”-te Einheitswurzel 
n. mit der primitiven (p! — 1)-ten Einheitswurzel w zu einer primitiven (p! — 1) - p”- 
ten und bezeichnet diese höchste in Ä(p) vorhandene Einheitswurzel mit v, so 
erhält man die Darstellung 


(e,p”o)ey 


(e,p”°)e, 


(9) Be... 0, 
die genau A=e.f Fundamentaleinheiten enthält und wohl als die einfachste 


und naturgemäßeste betrachtet werden darf. 
Für e= (0, also wenn in Ä(p) die p”-ten Einheitswurzeln existieren, wird 


abo er 


(10a) B=nvn- (pP); 
also treten in diesem Falle außer v nur ans Fundamentaleinheiten auf. Für 


= (0, also für reguläre Körper, ist zu beachten, daß die Ersatzeinheit u ” durch 
in vom Grade e, zu ersetzen ist, während v in w übergeht, so daß man hat 


(10 b) B= we ...na (P). 





Wendet man die Methoden und Ergebnisse dieser Arbeit auf die quadratischen 
p-adischen Zahlkörper an, so erhält man alle Ergebnisse von H. I, $ 5 auf sehr 
einfache und übersichtliche Weise; es ist besonders interessant, daß schon in diesem 
einfachsten Körper alle von der Theorie vorausgesagten Besonderheiten wirklich 
eintreffen. Ebenso hat sich die logarithmische Methode bei der Untersuchung der 
algebraischen Zahlen für eine Primteilerpotenz als Modul, wie sie in H. III und in 
H. IV, $ 4 zum ersten Male in voller Allgemeinheit durchgeführt ist, als recht einfach 
und brauchbar erwiesen. 
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